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Résumé 

On étudie la répartition des zéros des fonctions de la forme /(s) = h(s) ± h(2a —s), où h{s) 
est une fonction méromorphe réelle sur l'axe réel, a un nombre réel. Un de nos résultats établit 
des conditions suffisantes pour que tous les zéros de /(s), sauf un nombre fini, se trouvent sur 
la droite Sîs = a, appelée droite critique pour la fonction /(s), et qu'ils soient simples, pourvu 
que tous les zéros de h(s), sauf un nombre fini, soient dans le demi-plan 5Rs < a. Ce résultat 
peut être vu comme une généralisation de la condition nécessaire de stabilité de la fonction 
h{s), dans le théorème d'Hermite-Biehler. On applique ces résultats à l'étude de translatées de 
la fonction zêta de Riemann et de fonctions L, et des intégrales de séries d'Eisenstein, entre 
autres. 

Abstract 

We study the distribution of the zéros of functions of the form /(s) — h{s) ± h{2a — s), 
where h(s) is a meromorphic function, real on the real line, a a real number. One of our 
results establishes sufficient conditions under which ail but finitely many of the zéros of /(s) 
lie on the line Sfts — a, called the critical line for the function /(s), and be simple, given that 
ail but finitely many of the zéros of h{s) lie on the half-plane dis < a. This results can be 
regarded as a generalization of the necessary condition of stability for the function h{s), in the 
Hermite-Biehler theorem. We apply this results to the study of translations of the Riemann 
Zeta Function and L functions, and intégrais of Eiscnstcin Séries, among others. 

1 Motivation et notations 

Le problème de montrer que les zéros de certaines fonctions sont alignés est lié à l'hypothèse de 
Riemann, l'un des plus grands problèmes ouverts des mathématiques. On rappelle quelques faits 
sur ce problème, cf. |34t §§1.1, 2.1, 3.3]. La fonction zêta de Riemann, est la fonction complexe 
définie par 



> 1 



n=l 



et étendue à tout le plan complexe par prolongement analytique, sauf au point s = 1, oii Ç,{s) a un 
pôle simple de résidu 1. Elle satisfait à l'équation fonctionnelle 

C{s) = C{l-s) 

pour s G C\{0, 1}, Oli C*{s) est la fonction zêta complétée, définie par C*(s) = 7r~*'^^r(s/2)C(s), où 
r(s) est la fonction gamma. Cette nouvelle fonction a deux pôles simples, en s = 0, s = 1, de résidus 
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1. On peut réécrire l'équation fonctionnelle sous la forme ^(s) = ^(1 — s), où = 2s(s — 1)C*('S) 
est une fonction entière de genre 1. 

On voit facilement à partir du produit eulérien de C(s) et de l'équation fonctionnelle que les 
fonctions C*(s) st ont tous leurs zéros dans la bande < îîs < 1. Pour la fonction zêta C(s) les 
pôles de sr(s/2) sont aussi des zéros; ce sont les entiers négatifs pairs (appelés zéros triviaux de 
la fonction zêta). La non annulation des fonctions précédentes sur la droite 5îs = 1 (donc aussi sur 
?R.s = 0) a été démontrée par Hadamard et de la Vallée-Poussin (théorème des nombres premiers). 
On peut étendre cette région de non-annulation au delà de cr > 1 ; un des ces résultats est que 
pour une constante A > 0, a > 1 — A/log |r|, |r| assez grand |M. §3.11] 

^ = 0(log|r|). (1) 

On peut trouver un meilleur résultat en [34^ §6.19]. 

Les zéros non triviaux de la fonction zêta de Riemann sont donc dans la bande < ïRs < 1, et 
répartis symétriquement par rapport à la droite SRs = 1/2, appelée droite critique. L'hypothèse de 
Riemann est l'assertion que tous ces zéros sont sur la droite "Sis = 1/2. On conjecture de plus que 
ces zéros sont simples. 

Soit a G M, h{s) une fonction méromorphe dans le plan complexe, réelle sur l'axe réel. On 
définit la fonction 

f{s) = h{s)±h{2a-s). 

Cette fonction satisfait à l'équation /(2a — s) = ±/(s). En particulier, les zéros de f{s) sont 
symétriques par rapport à la droite ?R.s = a, appelée droite critique. Un lien entre la répartition 
des zéros de h{s) et /(s) est établi par le théorème d'Hermite-Biehler (cf. |21l Part III, Lecture 
27], [2j) : sous des bonnes conditions de croissance sur h{s), l'alignement et la simplicité des zéros 
des fonctions h{s) it h{2a — s) sont équivalents à l'absence de zéros de h(s) dans le demi-plan 

> a. Cette dernière condition, connue par le nom de stabilité de h{s), apparaît dans l'étude du 
comportement asymptotique des solutions de certaines équations différentielles (cf. [T]). Ceci est le 
cas oii a = ; les fonctions liées à l'hypothèse de Riemann correspondent au cas a = 1/2 (l'étude 
des problèmes correspondants à deux valeurs de a sont équivalents). 

Dans ce travail, on étude les conséquences d'une relaxation de la condition de stabilité, par 
l'introduction de zéros de h{s) dans le demi-plan SRs > a. Sous certaines conditions, on obtient 
une borne effective pour le nombre de zéros de /(s) en dehors de la droite critique, ainsi que des 
informations sur la simplicité de ces zéros. L'idée consiste à compter les zéros de /(s) dans une 
bande < 9(s) < T, a l'aide de la méthode standard (cf. p5 §§9-3, 9.4]), puis comparer l'estima- 
tion trouvée avec celle du nombre de zéros de f{s) sur la droite critique. Cette idée est inspirée de 
l'article de P. R. Taylor [3T], élève de Titchmarsh. 

Fixons quelques notations. Dorénavant, pour s G C, on note o" = 5Rs et r = ïjs. On suppose 
qu'il existe ao > a tel que f{s) / pour a > œq. Par l'équation fonctionnelle, /(s) 7^ lorsque 
2a — a > fJo, c'est-à-dire, lorsque a < 2a — uq. Donc, tous les zéros de f{s) sont dans la bande 
|o" — a| < cJo — a. Etant donné T > 0, on note 

iV(T) = #{sGC|/(s) = 0,0<r<r}, 

le nombre des zéros de f{s) tel que < r < T, et 

Nq{T) = #{s g C I /(s) = 0, s = a + ir, < r < T} 

le nombre de ces zéros sur la droite critique a = a (on tient compte de la multiplicité des zéros 
dans A^(r) et Nq{T)). On note N'q{T) le nombre des zéros critiques, sans tenir compte de leur 
multiplicité. Il est évident que < N'q{T) < No{T) < N{T). 
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Si l'on pose 

L{T) = #{s G C I f{s) = 0,a > a,0 <T <T}, 

l'application s ^ 2a — s établit une correspondance entre les zéros de /(s) tels que a > a, < t < 
T et ceux tels que a < a, < t < T, donc 

N{T) - No{T) = #{s G C I fis) = 0, a / a, < r < T} = 2L{T). 

Cela montre que N{T) — Nq{T) est un nombre pair positif ou nul. On a de plus 

< N{T) - No{T) < N{T) - Nq{T). 

C'est cette dernière quantité celle que l'on cherche à estimer à partir d'informations sur h{s). 

Cet article est organisé de la façon suivante. Dans un premier temps, on considère le cas ori il 
y a une quantité finie de zéros de h{s) dans le demi-plan a > a. Au ^ on obtient une première 
minoration pour le nombre de zéros sur la droite critique u = a de la fonction /(s). Au ^ et sous 
certaines conditions de croissance sur h{s), on obtient le résultat central de l'article, le théorème 
m qui fournit une borne pour le nombre de zéros de /(s) en dehors de la droite critique a = a, 
en fonction du nombre de zéros de la fonction h{s) dans le demi-plan a > a. En conséquence du 
théorème, on montre au ^que la borne inférieure donnée au ^ donne une bonne estimation pour 
le nombre de zéros de /(s), et on obtient la repartition globale des zéros de /(s). De plus, dans 
certains cas on obtient une amélioration du théorème Ul Le lien entre nos résultats et la théorie de la 
stabilité des polynômes, notamment le théorème d'Hermite-Biehler, est donnée au ^ Un exemple 
d'application des résultats, motivé par l'étude d'une première approximation à la fonction zêta de 
Riemann, est donnée au ^ La répartition des zéros des sommes et des différences de translatées 
de la fonction zêta complétée commence au ^ La nécessité de travailler avec une quantité infinie 
de zéros à droite de la droite critique nous amène à la première extension du théorème |H On 
généralise les résultats du f|2] au ^ puis on établit l'extension souhaitée au ^ On étudie des 
fonctions provenantes de certaines intégrales de séries d'Eisenstein sur la surface modulaire aux 
^101 Une nouvelle extension du théorème H] motivée au ^10| nous permettra d'obtenir des résultats 
sous des conditions de croissance affaiblies pour /i(s), au ^TTl On utilise aussi nos résultats pour 
simplifier des résultats récents sur la répartition des zéros d'approximations des fonctions zêta 
d'Epstein, au ^121 Finalement, on généralise au ^13l nos résultats au cas oii h{s) n'a pas la symétrie 
réelle, et on applique ces généralisations à l'étude de combinaisons de translatées de séries L de 
Dirichlet. Une annexe à la fin du travail lie nos résultats à d'autres obtenus sous un point de vue 
légèrement différent. 

Les calculs numériques et les graphes des fonctions considérées au ^ ont été réalisés à l'aide 
du système PARI/GP [32]. 

2 Zéros sur la droite critique 

Soit h{s) holomorphe et sans zéro sur a = a. À partir d'une valeur quelconque de arg /i(a), on 
définit la fonction 

(/?(t) = arg h{a + ir) 

par variation continue de l'argument de h{s) le long du segment qui lie a et a -|- ir. Une telle 
fonction est appelée fonction de phase de h{s). 

Commençons par un lemme simple, dont on fournit la preuve en vue d'une modification 
ultérieure. 

Lemme 1. Soit g : [0, oo) M. une fonction continue telle que g{0) < 0. Posons 

g{T) = #{x I < X < T, g{x) = Omodl}. 

Alors, pour T > 0, 

m > g{T). 
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Démonstration. Si g{T) = oo, le résultat est évident. Sinon, soient xi < • • • < les nombres 
Xi S [0,T[ tels que g{xi) = Omodl, par définition n = g{T). Par continuité, g{xi) < 0, \g{xi) — 
g{xi^i)\ < 1 pour tout i = 2, . . . ,n et \g{T) — g{xn)\ < 1- On obtient alors 

n 

g{T) < g{T) - g{xi) = g{T) - g{xn) + ^{g{xi) - g{xi-i)) <n = g{T). 

i=2 

Cela conclut la preuve. ■ 
En fait, on a montré ci-dessus que [5'(T')] < g{T). 

Il faut remarquer que si l'on cherche à en déduire une bonne borne inférieure de g{T), la fonction 
g{T) doit être presque croissante. Mais ce lemme nous fournit au moins une première estimation 
pour le nombre de zéros de /(s) sur la droite critique, en utilisant une fonction de phase de h{s). 

Lemme 2. Soit a G M fixé, h{s) une fonction méromorphe dans le plan complexe, réelle sur l'axe 
réel, sans zéros ni pôles sur la droite critique a = a, avec h{a) > 0. On considère arg h{a + ir), la 
détermination continue de l'argument de h{s) sur la droite critique a = a telle que arg /i(a) = 0. 
Soit f{s) = h{s) ib h{2a — s). Le nombre de zéros de f{s) tels que < t < T , sans compter les 
multiplicités, sur la droite a = a est minoré par 

KiT) > - arg h{a + iT) - u±, (2) 
vr 

pour T > 0, où = ^, = 1. La multiplicité de a comme zéro de f{s) est n/^a = dans le cas 
+) 'i-/,a ^ 1 impaire dans le cas —. 

Démonstration. Si s = a + ir, 

f{a + ir) = h{a + ir) ib h{a — ir) = h{a + ir) ib h(a + ir) 

= |/i(a + ir)|e*''''g''("+''^) ± |/i(a + ir) |e-''^'g'^(''+*^). 

On considère deux cas : 

(i) Lorsque f{s) = h{s) — h{2a — s), 

f{a + ir) = 2i\h{a + ir)| sin(arg /i(a + ir)) 

et h{a + ir) 7^ 0, donc /(a + ir) = si et seulement si arg h{a + ir) = Omodvr. Donc 

Nq{T) = #{r I < r < T, i arg /i (a + ir) = Omodl}. 

Par le lemme [H et comme arg /i(a) = 0, 

iV^(T) = #{r I < r < T, i arg /i(a + ir) = mod 1} - 1 > :i arg h{a + iT) - 1. 

Dans ce cas /(a) = 0, et comme f{a) = —/(2a — a), la fonction f{s) change de signe sur la 
droite réelle au point s = a, donc nj^a > 1 et Uf^a est impaire. 

(ii) Lorsque f{s) = h{s) + h{2a — s), 

f{a + ir) = 2\h{a + ir)| cos(arg /i(a + ir)), 
donc /(a + ir) = si et seulement si arg h{a + ir) = ^ modvr. D'après le lemme [U 

Ar^(T) = #{r | < r < T, ^ arg /i(a + ir) = i mod 1} > ;^ arg h{a + iT) - i. 
On a aussi /(a) = 2h{a) / 0, donc nj ^ = 0. ■ 
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Si la fonction de phase (/^(t) = arg h{a + ir) est croissante, l'estimation dans ([2]) est optimale, 

et 

iV^(r) = \l^rgh{a + iT)-u± \ . 
On peut aussi considérer la fonction /(s) = h'^{s) — /i^(2o — s) = f~{s)f^{s). Alors 

f{a + ir) = 4i|/i^(a + ir)| sin(arg h{a + ir)) cos(arg h{a + ir)) , (3) 

et les zéros de f{s) sur la droite critique correspondent aux zéros de /"*"(«) et f~{s) sur cette 
droite, de façon entrelacée (sans tenir en compte leurs multiplicités) si arg /i(a + ir) est une fonction 
croissante. 

Par contre, si arg/i(a + ir) n'est pas une fonction croissante, le lemme[2]ne nous donne pas de 
bonne estimation pour Nq{T). Il est donc nécessaire de raffiner ce lemme. 

Soient < xi < X2 < • • • < x„ < T dans la preuve du lemme [TJ On dit que Xi-i est un point à 
valeur entière décroissante de g{x), si g{xi) < g{xi^i). Supposons maintenant que g{xi) < g{xi-i) 
pour k valeurs différentes de i, 1 < i < n {g{x) a k points à valeurs entières décroissantes). Soient 

c{T) = #{i I 1 < i < n, g{xi) - g{xi-i) = 0}, 

d{T) = #{i I 1 < i < n,g{xi) - g{xi^i) = -1}, 

alors k = c(T) + d{T) et 

g{xn)-g{x^) = (n-l-c(T)-d(r)) •i + c(r)-o + d(r)-(-i) 
= g(T) - c{T) - 2d{T) - l. 

Posons K{T) = c{T) + 2d{T) - g{xi). On a ^(r) - g(x„) = K{T) + 1. En outre, on définit 
6{T) = g{xn) — g{T) + 1, de façon que 

~g{T)=g{T)+K{T) + 5{T). 

On a par définition < 6{T) < 2. La fonction ô{T) est continue, sauf aux points où elle (ou bien 
g{T)) prend des valeurs entières, points où elle est continue à gauche. 
Notons certaines propriétés de K{T) : 

1) K{T) > 0, K{T) G Z; 

2) K{T) est une fonction croissante de T ; 

3) si g{x) a k points entiers à valeurs entières décroissantes dans [0, T[, alors K{T) > k. En 
conséquence g{T) > g{T) + k. 

On applique ce dernier résultat aux fonctions du lemme O (71 (r) = ^ aigh{a + ir) et (72(7") = 
^ 8i,Tgh(a + ir) — ^, pour obtenir l'estimation 

N^{T) > i arg /i(a + iT) - u± + k (4) 

au lieu de 

Lemme 3. Soit g : [0, oo[^ M une fonction continue qui n'a qu'un nombre fini de points à valeurs 
entières dans tout intervalle [0, T[, T > 0. Si g{x) n'a qu'un nombre fini de points à valeurs entières 
décroissantes, alors il existe k ÇLWj tel que pour T > assez grand, 

~g{T) = \9{T)]+k. 

En particulier, g{T) = g{T) + 0(1). En particulier, si g{T) est une fonction strictement croissante 
et g{0) g] - 1,0], alors k = et 

~g{T) = \9{T)]. 
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Démonstration. S'il n'y a qu'un nombre fini de points à valeurs entières décroissantes de 
g{T), alors la fonction K{T) est ultimement constante, ô{T) ^ 1, 5(T) ^ 2 pour T assez grand. 
S'il y a une infinité de points à valeurs entières, on aura ultimement (5(T) < 1, ce qui nous donnera 
< (^(T) < 1. En effet, si (5(T) > 1 et s'il existe T\> T tel que G Z, alors pour la première 

valeur de T\ telle que cela arrive, on a (5(Ti) = 1 ou 2 (par continuité à gauche de ô{T)), absurde. 
S'il n'y a qu'une quantité finie de points à valeurs entières, on aura soit < 6{T) < 1 pour T assez 
grand, soit 1 < ô{T) < 2 pour T assez grand. Tout cela nous permet d'écrire 

~g[T) + \-ô{T)] = \g{T)]+K{n 
où K{T) est constante, [— (5(T)] est la constante ou —1, pour T assez grand. ■ 



Si la fonction ^^(t) = arg /i(a + ir) satisfait à la condition du lemme O on peut obtenir une 
meilleure estimation pour Nq{T) que celle donnée par le lemme [2] dans le cas oîi cette fonction 
n'est pas croissante. Une condition sufissante pour cela est que (^(r) soit ultimement croissante. 



3 Résultat principal 

L'idée de base de la méthode de P. R. Taylor, ayant pour objectif de démontrer la proposition 
[T2| est la suivante : d'abord, on calcule N{T) à l'aide du principe de l'argument. Ensuite, on estime 
N^^Çr) avec le lemme [2l La différence N{T) — Nq{T) contient un terme d'erreur; on montre que la 
moyenne de la contribution de ce terme est négligeable grâce à un théorème de Littlewood. Il est 
à noter que la même idée est à l'origine de la méthode de vérification numérique de l'hypothèse de 
Riemann imaginée par Turing [8., §8.2]. 

Théorème 4. Soit a G M, h{s) une fonction méromorphe sur C, réelle sur la droite réelle, n'ayant 
qu'un nombre fini de pôles dans C, un nombre fini de zéros dans le demi-plan a > a, holomorphe 
et sans zéro sur la droite critique a = a. On définit la fonction 

f{s) = f^{s)=h{s)±h{2a-s) 

(en particulier /(2a — s) = ±f{s) ). On suppose que la fonction 

_ h{2a-s) 
Hs) 

satisfait 

(i) pour chaque rj > 0, il existe o"o = Co(î?) > a t^l Que \F{s)\ < rj si a > aç), r G R; 
(a) pour chaques e > et ao > a, il existe une suite {Tn)n telle que lim T„ = +oo et \F{s)\ < 

n—>oo ' ' 

e^MI pour a < a < ao, |r| = T„, n > 1. 

On note aussi, pour une fonction m{s), nm,a>a Ig nombre de ses zéros réels a tels que a > a, 
Nm,a>a le nombre des zéros (réels ou complexes) tels que a > a, Um.a lo- multiplicité de s = a 
comme zéro de m{s) (si c'est le cas, sinon n^^a = Oj, et Pm,a>a le nombre des pôles de m{s), tels 
que a > a (on considère les multiplicités dans tous les cas). Alors 

N{T) - No{T) < N{T) - iV^(T) < U± - Uj^^^^a - ^ + Pf,a>a + Nh,a>a - Ph,a>a- (5) 

pour T > 0, où ti+ = ^, u_ = 1, rif^a = (cas +) ou rij d ^ 1 est impaire (cas — ). En particulier, 
tous les zéros de f{s), sauf un nombre fini, se trouvent sur la droite a = a et sont simples. Le 
membre de gauche de est de plus un nombre positif pair. 
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Démonstration. Comme h(a) ^ 0, on peut supposer h(a) > 0, puisque si h{a) < 0, on change 
h{s) en —h{s) dans l'analyse. On pose g{s) = 1 it F{s) (selon le signe qui définit /(s)), de telle 
façon que f{s) = g{s)h{s). Il faut remarquer que la condition reste valable, inchangée, pour 

Soit < 7/ < ^. Par (0|), il existe ao > max{a,0} tel que |l — g{s)\ < rj pour cr > do ; puis 
\9{s)\ ^ ^ et /(s) n'a pas de pôles, h{s) n'a ni de zéros ni de pôles, pour a > (puisqu'ils sont 
en nombre fini). Pour T > 0, on considère le rectangle R défini par 

—T < T <T, 2a — (Tq < a < gq. 

Suivant [341 §9.9], on définit le logarithme de g{s) de la façon suivante : si r n'est pas l'ordonnée 
d'un zéro, en partant d'une valeur pour \ogg{aQ) (dans notre cas \og g{aQ) = 0, puisque ^((To) > 0), 
on définit \ogg{s) par variation continue le long des segments qui lient gq, a^ + ir et s dans l'ordre. 
Si r est l'ordonnée d'un zéro, on définit 

\og g{s) = lim^ log5'(s + i5). 

On peut remarquer que sous les conditions données, log5f(s) ne dépend pas de uo, pour assez 
grand. 

L'application a ^ 2a — a établit une correspondance entre les zéros et pôles s = a de f{a) 
réels, avec o" > a, et les zéros et pôles avec a < a. Donc l'excès du nombre de zéros réels de f{s) 
(2nj o->a + ^/,a) sur le nombre de pôles (réels ou complexes) de /(s) est 

Si T n'est pas l'ordonnée d'un zéro, par le principe de l'argument, on a 

2N{T) + 2n/,<,>, + ny,, - 2Pj,,>, = ^Ar arg /(s) + C{T), 

où Ar note la variation dans le rectangle R, et C(T) = pour T assez grand (lorsque R contient 
tous les pôles de /(s)), disons T > Tf > 0). Des symétries /(s) = f{s) et /(2a — s) = ±/(s) de 
f{s), on en déduit 

Anargfis) = 4Aarg/(s), 
où A désigne la variation de ctq k ao + iT, puis à a + iT. Puis 

N{T) = iAarg/(s)-n^,,>,-^+P^,,>, + C(T) 

(6) 

= R{T) + S{T) - nj^^^a - ^ + Pî,a>a + C{T), 

où 

R{T) = -Aaig h{s), S{T) = -Aargg{s). 
TT vr 

Si T est l'ordonnée d'un zéro, on définit R{T) = R{T + 0), ^(r) = S{T + 0). Par définition 

S{T) = -Qlogg{a + iT). 

TT 

On prend maintenant le rectangle R' défini par 

0<r<r, a < a < aç). 
Par un théorème de Littlewood [SI §9.9], 

/ log g{s)ds = —2711 I i>{a)da, 

JdR' Ja 
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où i^{a') désigne l'excès du nombre de zéros par rapport au nombre de pôles de g{s) dans le 
rectangle o"' < o" < (Jq, < r < T. En particulier 



3fî( 

d'où 



(/ log gis)ds) =0, 



TT S{T)dT= \og\g{a + iT)\da + aïgg{ao + iT)dT - I{ao), (7) 
Jo Ja Jq 

avec /(cJo) = / log \g{a)\da. Soit e > 0. La condition ^ entraîne log \g{a + iTn)\ < e{a + Tn) 

J a 

pour a < a < (Jq, n> 1. Puis 

TT / S{T)dT < aoe{ao + r„) + r?r„ - I{ao). (8) 
Jo 

Maintenant on estime la variation de l'argument de h{s) dans le rectangle R" donné par 

—T < T < T, a < a < (Tq, 

où (To et T sont assez grands de telle façon que tous les zéros et pôles de h{s) restent à l'intérieur 
de R" . Soit A^arg/i(s) la variation de l'argument de h{s), obtenue par variation continue le long 
des segments qui joignent a — iT, ao — iT, ao + iT, a + iT. Soit aussi arg h{a + iT) la détermination 
continue de l'argument de h{s) sur la droite critique a = a telle que arg /i(a) = 0. Alors 

A'^ arg h{s) + arg h{a - iT) - arg h{a + iT) = 2TT{Nh,cr>a - Ph,a>a)- 



Las symétrie h{s) = h{s) entraîne, comme dans le cas de /(s), que 

A'^ arg h{s) = 2A arg h{s) = 2'ïïR{T) et arg h{a - iT) = - arg h{a + iT) , 

d'où 

R{T) - i avgh{a + iT) = iVfc,,>, - P;,,,>„. 

Donc 

R{T) - i arg h{a + iT) = Nh,a>a - Ph,a>a + D{T). (9) 

pour T > 0, où D{T) = pour T assez grand (lorsque R contient tous les zéros et pôles de h{s)), 
T >Th>0. Maintenant, ® et ([9]) entraînent 

N{T) = ^ avgh{a + iT) - nf,^>a " ^ + Pf,a>a + Nh,^ya - Ph,a>a + C{T) + D{T) + S{T), 
ce qui avec le lemme[51 nous donne 

N{T) - Af^(T) <Ba + C{T) + D{T) + S{T) 

pour T > 0, où 

R„ = 7/.L -n,.^. - - 

2 



^ f Ci 

Ba = U±— nf^r7>a TT- + Pf,cr>a + Nh,a>a " Ph,cr>a, 



la borne attendue. 

Il faut éliminer la contribution de ^(r) à la dernière inégalité. Pour T > fixé, on prend n 
assez grand pour que T„ > max{T, Tj, T/j}. On intègre pour obtenir 

{T^-T){N{T)-%{T)) < / {N{T)-N[,{T))dT 

./n 

rTf 



< BaTa + / ^ C{T)dT + / Z)(r)dT + / " 5(r)dT 

Jo Jo Jo 

< B.T^ + r C{r)dr + ^ D{r)dr + 3 + + - ^ 

Jo Jo TT TT TT TT 
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On divise par r„ et on fait n — > co, d'où 

A^(r) - Ar^(T) <Ba + e— + ^. 

vr vr 

Puis on peut faire e — > (n'ayant plus T„) et, finalement, 77 ^ (n'ayant plus cjo), pour obtenir 

En particulier, si i?a < 2, on a N{T) = Nq{T) puisque N{T) — Nq{T) est un nombre entier 
pair. ■ 

Remarques. 

a) La condition d'avoir h{a) 7^ est artificielle, et elle peut être relaxée. Soit s = a un zéro ou 
un pôle de h{s), on écrit h{s) = (s — a)'^hi{s), oiim G Z, hi{a) / 0. Alors on peut factoriser 
{s — a)™ et obtenir une nouvelle fonction /i(s) telle que f{s) = {s — a)^ fi{s), en gardant le 
signe si m est pair, et en le changeant si m est impair. Les conditions sur la nouvelle fonction 
Fi{s) = /il (2a — s)/hi{s) restent les mêmes. On peut aussi s'occuper facilement des zéros 
et des pôles de h{s) sur la droite critique, le cas 011 il y en a et ils sont en nombre fini. Si 
sq = a + iro (avec tq 7^ 0) est un zéro de /i(s), h{a + iTQ) = 0, alors h{a + ir) = h{a — iTo) = 0. 
On peut factoriser h{s) = {s — so){s — 'sô)hi{s) = ((s — a)^ + Tq)/ii(s), puis 

fis) = h{s)±h{2a- s) = {{s- af + T^)hi{s)± {{a- sf + T^)hi{2a- s) 
= {s - so){s -s^)fi{s). 

La fonction F(s) est la même, donc on revient au cas précédent. On peut éliminer de cette 
façon un nombre fini de zéros de la fonction h{s). De même pour les pôles. 

b) La fonction F{s) dans le théorème satisfait |-F(a + ir)| = 1, pour tout r G M. La condition i^, 
est un peu forte, elle n'est pas satisfaite par les polynômes, qui ont besoin d'une démarche 
additionnelle pour leur étude, que l'on verra au ^ Mais cela évite aussi les cas triviaux (eg. 
si p{s) est un polynôme pair, alors f~{s) = 0). Dans le cas des polynômes, on peut encore 
obtenir ^ par perturbation du problème initial. 

c) Soient ai, . . . , les zéros de h{s) dans le demi-plan fi > a, et 61, . . . , 6„ les pôles de h{s) 
dans le demi-plan a < a, en tenant en compte les multiplicités. On définit 

_ {s- ai)- ■■{s- am)(2a - s - 61) • • • (2a - s - 6„) 



(2a — s — ai) ■ ■ ■ (2a — s — am){s — bi 



Alors, \R{a + fr)| = 1 pour r G M, lim |-R(s)| = 1, et la fonction 

|s|^oo 

Fi{s) = R{s)F{s) 

est régulière dans le demi-plan a > a. Cette fonction satisfait aussi les conditions du 
théorème m En particulier, |Fi(a+iT)| = 1 pour r G R. Soit ao > a tel que |Fi((T+iT)| < 1/2 
pour fj > (Tq, T G M. Dans l'intervalle a < o" < fio, la condition est équivalente à la 
condition que, pour tout e > 0, \Fi{s)\ = O(e^l^l) pour a < a < (Tq, 1^1 = n assez 
grand. Le principe de Phragmén-Lindelôf ( [33\ §5.65], |28l Theorem 12.8]) s'applique (en 
remarquant que la condition sur la suite de valeurs |r| = est suffisante) pour nous donner 
\Fi{s)\ < (1/2)'^"-'" < 1 pour a<a<ao. Donc 

(1) si h{s) est une fonction entière sans zéros dans le demi-plan a > a, alors 

|F(s)| < 1 pour a > a 
(puisque F (s) = Fi{s) dans ce cas) ; 
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(2) en général, pour chaque > 0, il existe > tel que 

\F{s) I < 1 + r/ pour a > a,\s\ > R. 

Une condition similaire apparaît dans la généralisation du théorème d'Hermite-Biehler aux 
fonctions entières de type exponentiel [21 chapitre IV, §5], au lieu des conditions asympto- 
tiques du théorème H]: pour chaque e > 0, il existe une suite de demi-cercles dans le demi-plan 
a > a, centrés en s = a et de rayon convergeant vers l'infini, le long desquels < e"^!*'. 

Sous cette condition, on peut retrouver ([T]) et ([2]), et ([T]) suffit pour montrer que tous les zéros 
de la fonction /(s) sont simples et alignés (proposition [39]) . Certes, c'est une condition plus 
faible que mais on pourra alors procéder par perturbation du problème initial, comme 
dans le cas des polynômes au ^ 

d) On vérifiera, pour les fonctions avec lesquelles on va travailler, la condition F{s) = 0{\t\^) 
pour une constante A > 0, lorsque |t| est assez grand, uniformément pour a > a, au lieu 
de Cela est naturel vu qu'on applique ce résultat à l'étude de fonctions provenantes 
de séries de Dirichlet. Une fonction F(s) avec une telle condition de croissante est appelée 
d'ordre fini (cf. [33', §9.4]), ou de croissance polynomiale (cf. [T^, §5.2]) dans le demi-plan 
a > a. 

Corollaire 5. Sous les conditions du théorème\^ si h{s) est une fonction entière, alors 

N{T) - No{T) < N{T) - N[,{T) < n± - ^ + Nh,^y, - Uf^^^a- (10) 

En particulier, si h{s) n'a pas de zéro avec a > a, alors tous les zéros de f{s) sont sur la droite 
a = a et ils sont simples. 

Démonstration. La formule (IlOp est évidente. Si nh,a>a = 0, comme le coté droit de cette 
formule est toujours positif, 

< u± rif^^^a 

d'oii î^/,(T>a = 0, et nj^a = dans le cas +, n/^a = 1 dans le cas — . On réintroduit ces valeurs dans 
la formule pour obtenir N{T) = No{T) = iV^(T). ■ 

En fait, le corollaire [5] est équivalent au théorème Hl Un pôle de h{s) est transformé en un 
zéro en multipliant par un facteur approprié. La raison de garder l'énoncé du théorème pour des 
fonctions méromorphes est de simplifier l'application du résultat. De même on aurait pu poser 
a = 0, une simple translation permettant d'en déduire le cas général. 



4 Répartition globale des zéros 

Sous les conditions du théorème HJ la répartition des zéros de f{s) est essentiellement la 
répartition des zéros sur la droite critique. 

Théorème 6. Sous les conditions du théorème\^ si aigh[a-\-it) est une détermination continue 
de l'argument de h{s) sur la droite a = a, avec arg/i(a) = 0, alors 

Nl^ÇT) = -argh{a + iT)+Oil). 
vr 

Les zéros des fonctions f{s) = h{s) it h{2a — s) sont ultimement simples et entrelacés. Plus 
précisément, il existe un entier df^a^ tel que 

+ df,a (11) 

pour T > assez grand. Dans le cas particulier où arg /i(a + iT) est une fonction croissante, on a 
df,a = 0. 



iV^(T) = - avg h{a + iT) -u± 
vr 
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Démonstration. Soit /(s) = h{s) — h{2a — s). La fonction (/^(t) = ^ arg/i(a + ir) n'a qu'un 
nombre fini de points à valeurs entières décroissantes. En effet, si ce n'est pas le cas, on aura dH 
avec k grand, ce qui dans ([5]) donne une diminution de k dans la borne à droite. Pour k assez 
grand, le nombre de droite de ([5|) serait négatif, ce qui est absurde. On applique le Iemme[3]pour 
obtenir la première partie du résultat. La positivité de df^a découle de la formule explicite obtenue. 

Pour la fonction f{s) = h{s) + h{2a — s), on choisit <^i(r) = ^ arg/i(a + ir) — i, pour obtenir 
le même résultat qu'avec '^{t). 

Finalement, on considère /(s) = /i^(s) — /i^(2a — s) = f'^{s)f^{s). La croissance ultime des 
points à valeurs entières de ^arg/i^(a + ir) = 2(/7(r) = 2(/?i(r) + 1 correspond à l'entrelacement 
des zéros des fonctions /(s) = h{s) ± h{2a — s) sur la droite a = a (voir Q). ■ 

Remarque. Si h{s) est une fonction entière sans zéros avec ci > a, on a df^a = 0, par le corollaire 
O En effet, il suffit d'introduire l'estimation (jlip dans (jlOp . et voir que cela diminue de df a la 
borne obtenue. 

D'un autre côté, la remarque ffcfT]) au théorème |3]et la proposition 1391 entraînent que la fonction 
<y9(r) = arg/i(a + ir) est croissante, d'oir on aura également df^a = 0. Donc il est naturel de se 
poser la question suivante, motivée aussi dans la discussion faite à la fin du 321 

Question. Sous les conditions du théorème [H la fonction ^{t) = arg /i(a + îr) est-elle ultimement 
croissante? Cela entraînerait le théorème [ïï] directement. 



On établit un lemme qui nous aidera dans la suite. 



Lemme 7. Soit h{s) une fonction méromorphe sans zéros sur la droite critique a — a. Si < 0, 



alors df a ^ 1 dans la formule pour la fonction f (s) = h{s) — h[2a — s). 

Démonstration. Soit 6{t) = ^ arg/i(a + ir), f{s) = f^{s). Un calcul direct montre que 

et en particulier ^'(0) = Le premier point à valeur entière de 9{t) est xi = avec 9{xi) = 0. 
Si ^'(0) < 0, la fonction 6{t) est décroissante dans un petit intervalle contenant 0; par continuité, 
le deuxième point à valeur entière X2 > satisfait 9{x2) < 0. Donc xi = est un point à valeur 
entière décroissante de 9{t). Par l'estimation d/^a > 1 et 

iV^(T) > largMa + iT), (12) 

le résultat attendu. I 



5 Polynômes et Stabilité. Le théorème d'Hermite-Biehler 

Un polynôme p{z) = a^z'^ + aiz"~^ + • • • + a^-iz + a-n avec 7^ est dit stable si tous ses zéros 
sont dans le demi-plan o" < 0. On rappelle quelques propriétés des polynômes stables à coefficients 
réels (cf. [26]) : 

(i) Tous les coefficients de p{z) ont le même signe. Si oq > 0, alors Oj > pour tout 1 < i < n 
(théorème de Stodola). En particulier, p'(0) = ai ^ 0. 

(ii) La fonction argument phase ^(t) = argp(ir) est une fonction croissante de r. Si on choisit 
argp(O) = 0, la contribution à l'argument de chaque zéro réel (donc négatif) à l'infini (positif) 
est 7r/2, et la contribution d'un zéro non réel et son conjugué est tt. Donc 

TT 

lim argp(ir) = n—. (13) 

T—* + CO 2 
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Proposition 8. Soit p{s) un polynôme réel stable non constant. Pour chaque y > 0, on définit la 
fonction 

P{s;y) = y'p{s)±y-'p{-s). 

On note par N{y;T) le nombre de zéros de P{y;s) avec < r < T, N{yQ;T) le nombre de zéros 
de P{y; s) avec a = aetO<T<T, et N'{yQ,T) le nombre de ces derniers zéros, sans compter les 
multiplicités. Alors 

1. Si y > 1, tous les zéros de la fonction P{y] s) sont simples et sur la droite a = 0. De plus 

T n 
0< N{y;T)- -logy + u±<-. 

TT Z 

2. Si < y < 1, alors 

N{y; T) - No{y; T) < N{y; T) - iV^(y; T) < n, 

le degré de p{s). 

Démonstration. Il faut remarquer que le théorème S] ne peut pas être appliqué aux fonctions 
f{s) = p{s) ±p{—s), puisque 

lim ^ = ±1 

IsHoo p{s) 

et la condition ||j du théorème n'est pas satisfaite. Pour atteindre ce cas, on introduit la famille 
de fonctions 

Piy;s) =y'p{s)±y''p{-s) 

avec le paramètre y > 0. La fonction F{y;s) = y^"^^ p{— s) / p{s) satisfait F{y;s) = 0{y^^) pour 
\s\ suffisament grand, donc les conditions du théorème H] pour y > 1. D'après le corollaire EJ étant 
H[y; s) = y^p{s) sans zéros dans le demi-plan o" > 0, tous les zéros de P(y; s) sont simples et 
alignés sur la droite o" = 0, pour y > 1. 

Soit T > qui n'est pas l'ordonnée d'un zéro de /(s) = P(l;s). Comme N{1]T) = A^(r) est 
fini, par le théorème de Hurwitz [33l §3.45], pour y > 1 assez proche de 1 (dépendant de T), 

N{T) < N{y; T), N{T) - No{T) < N{y; T) - No{y; T). 

De la deuxième estimation, il est clair que /(s) = p{s) ±p{—s) aura tous ses zéros sur la droite 
£7 = 0. Par contre, on ne peut rien dire en général à propos de Nq(T), donc sur la simplicité des 
zéros de /(s). 

La formule (jlip nous dit que pour montrer que iVg(y; T) Nq(T) il nous faut voir la continuité 
de l'argument de H{y;iT) et de la constante dH(^y^.)^Q, en fonction du paramètre y. Heureusement, 
dH{y,-).o = puisque l'argument de H{y;iT) est une fonction croissante. En fait 

argiî(y;ir) = rlogy + argp(zr), y > 1. 

Donc, si ^ argp(iT) ^ Z 

N{T) < lim N{y;T) = lim iV^(y;r) = N^{T), 

ce qui entraîne la simplicité des zéros de /(s). Cela montre ([I]). 

Si < y < 1, on prend y^^ > 1 au lieu de y et p{—s) au lieu de p{s). Par application du 
corollaire El on obtient N{T) - No{T) < N{T) - %{T) < n. ■ 

Il est étonnant comme on obtient un résultat pour une fonction avec un nombre fini de zéros à 
partir d'autres fonctions qui en ont une infinité. Mais il est toujours possible d'analyser directement 
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le cas y = 1, en utilisant un comptage direct des zéros. Le lemme [2] est toujours applicable, ce qui 
nous donne 

iV^(r) > -argp(ir)-u±. 
vr 

On a quatre cas à analyser, selon le signe ± et la parité de n ; traitons un seul cas, les autres 
étant analogues. Soit alors n pair et /(s) = p{s) — p{—s). Le zéro s = est simple, puisque 
/'(O) = 2p'{0) / par Donc n/^a = 1. En fait, f'{s) ne peut changer de signe que pour s = 0, à 
cause du fait que ses coefficients son positifs, et il est impossible d'avoir /'(s) localmente constante, 
puisque c'est un polynôme. Donc f{s) est strictement croissante ou décroissante sur les intervalles 
] — oo, 0[ et ]0, +oo[, ce qui montre que s = est le seul zéro réel de /(s). 
Pour T > assez grand, on a N{T) = En utilisant on obtient 

fl — 1 

< N{T) - No{T) < N{T) - iV^(r) < ^- - argp(îT) + 1< 1 

pour T > assez grand. Donc N{T) = Nq{T) = Nq{T) et tous les zéros de f{s) sont sur la droite 
fj = et simples. 

On reformule le résultat obtenu en termes d'autres fonctions. On écrit 2q{z'^) = p{z) +p{—z), 
2z-r{z^) = p{z)—p{—z). Alors les polynômes q{z) et r{z) ont des racines réelles négatives, simples et 
entrelacées, la condition nécessaire de stabilité du polynôme p{z) (cf. [12]) ; une condition addition- 
nelle assure l'équivalence entre ces conditions dans le cas des polynômes. Ce résultat d'équivalence 
est connu comme le théorème d'Hermite-Biehler un théorème qui a été étendu à une classe de fonc- 
tions de type exponentiel (cf. [2T1 Part III, Lecture 27], [2]), incluant les polynômes. Le corollaire 
[5] (ou le théorème H]) généralise la condition nécessaire de stabilité du théorème d'Hermite-Biehler 
pour les fonctions entières vérifiant les conditions (Gp, du théorème [H La condition ^ laisse 
dehors les polynômes et complique leur étude (les polynômes sont facilement analysés avec des 
méthodes comme celles du annexe E]), mais il montre son utilité dans l'étude d'autres fonctions, 
lorsqu'on admet des zéros à droite de la droite critique, même en quantité infinie (par extension 
de l'argument). 



6 La fonction C,2{s) 

Considérons la suite de fonctions méromorphes 

k=l 

Cette suite converge uniformément vers la fonction zêta Ç,{s) sur les compacts du demi-plan o" > 
privé du point s = 1, au vue de la formule [Ml §3.5] 

valable pour cr > 0, oii {x} = x — \_x\ est la fonction partie fractionnaire. Le premier terme non 
trivial de cette suite est celui avec n = 2 ; on veut étudier la répartition des zéros de cette fonction. 
On pose /i(s) = e"**(s — /î), avec a, /? G M, et a = 0. On étudiera la fonction 

/(s) = /i(s) - /i(-s) = e"'(s - /?) + e-""(s + /3) = 2s cosh(as) - 2/3sinh(as), 

qui satisfait /(—s) = —f{s). Lorsque a = log(2)/2, /3 = 1, on obtient /(s) = — 2*/^(l — s)C2{s)- 

L'annulation d'un quelconque des paramètres a, j3 nous amène dans des cas triviaux. Si a = 0, 
on a /(s) = 2s, et si /S = 0, /(s) = 2scosh(s), des fonctions ayant que des zéros réels. Le cas a < 
est facilement ramené au cas a > en prenant —h(—s) au lieu de /i(s). 
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Proposition 9. Soient a > , /3 7^ 0. Tous les zéros non réels de la fonction 

f^s) = e-'{s-/3) + e-"'{s + P) 

sont simples, et sur la droite o" = 0. Quant aux zéros réels de f{s) : 

(i) Si (3 < 0, s = est le seul zéro réel de f{s), et il est simple; 

(ii) Sif3>0, 

(a) pour a < ^ , s = est le seul zéro réel de f{s) = 0, et il est simple; 
(h) pour Q = s = est le seul zéro réel de f{s) = 0, et il est triple; 
(c) pour a > -^j f{s) a trois zéros réels simples s = 0, s = j > et s = —7. 
Démonstration. La fonction 

F(.) = Mz£)=e-^-fl+ 



h{s) V s-P 

satisfait les conditions du théorème Hl Donc 

< N{T) - No{T) < N{T) - Ar^(T) < 1 - ny,<,>o " ^ + Nh,a>o < ^ 

puisque Uf^ > 1 est impaire, et Nfi^a>o ^ 1- Maintenant N{T) — Nq(T) est pair, donc N(T) = 
No{T) et No{T) < N(,{T) + 1. 

(i) Supposons /? < 0. Alors N^^^yQ = 0, Uf Q > 1 et 

< N{T) - No{T) < N{T) - N[,{T) < 1 - !^ < 1 

donc Nq{T) = No{T) = N{T), et tous les zéros de /(s) sont simples et sur la droite a = 
par le corollaire O 

(ii) On suppose maintenant (5 > 0. Alors A^h,,CT>o = 1 et 

< N{T) - No{T) < N{T) - iV^(r) < 2 - n/,,>o - (14) 

On calcule /'(O) = 2(1 - q/3) et ^ = a - < 0. 

(a) Si a < ^, le lemme[7]nous permet de réduire d'une unité la borne dans (fTl]) . puisque 

< 0. Donc 

iV(T) - No{T) < NiT) - iV^(r) < 1 - n^,,>o " ^ < 

d'où iV(T) = No{T) = N[^{T), puis n/,^^ = et n/,o = 1. 

(b) Si a = alors /'(O) = 0, d'où n/,o > 3. Cela dans ([H]) entraîne N{T) = No{T) = N^{T) 
et = 0. 

(c) Si a > alors /'(O) < 0, donc il existe x' > (et proche de 0) tel que f{x') < 0. Mais 

lim /(fj) = +00, 

cr—> +00 

d'où il existe 7 > x' > tel que 7(7) = 0, et n/^o->o ^ 1- Cela dans (fn|l nous donne 
encore N{T) = No{T) = iV^(r) et Uf^o = 1- ' ■ 

Corollaire 10. Les zéros de la fonction 

ni — s 

C2(5) = l + 2-^-- 

1 — S 

sont tous simples et sur la droite a = 0. 

Démonstration. Lorsque a = log(2)/2, /3 = 1, on obtient dans la proposition [9] /(s) = 
-2^/2(1 -s)C2(s), avec < a < i. ■ 
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7 Translatées de la fonction zêta de Riemann 



On considère les différences des translatées de la fonction zêta complétée, donnés pour a > 

par 

Us) = C{s + a)-C{s-a). 

Ces fonctions s'écrivent sous la forme fais) = ha{s) — ha{l — s), où ha{s) = C*{s + a). Dans 
ce cas a = ^■ 

Dans un premier temps, on considère a > ^. Sous cette condition, tous les zéros de ha{s) sont 
à gauche de la droite critique, mais ses pôles vont pousser quelques zéros en dehors de la droite. 
Ce cas a été étudié par P. R. Taylor en [311 §1]) dans le but d'étudier la répartition des zéros de la 
fonction /i/2(s) = C* (s + i) - C (s - i) . 

Proposition 11. Soit a > ^, a* ^ 6.81707 tel que + a*) = 0. Tous les zéros non réels de 

la fonction 

f^{s) = C{s + a)-C{s-a) 

sont sur la droite a = ^. Quant aux zéros réels : 

1. s = ^ est un zéro simple de fa{s) si a a* , triple si a = a* ; 

2. fais) a deux zéros réels simples s = pa et s = 1 — pa, où pa £]1 + a, +oo[. Ces sont les seuls 
zéros réels de fa{s) différents de s = ^. 

Démonstration. Suivant le théorème Hl on pose 

Cis-a) 



Fa s) 



C*{s + a) 

Par la formule complexe de Stirling [331 §4.42], pour a > |, |s| sufïisament grand 
logr(ls + !«) = (I + I - 1) log(l) - I + 1 log2^ + o(^), 

et C{s) = 1 + 0(2^°") lorsque cr > ao puis 

loghais) = (-is - ia) logTT + logr(is + ia) + C(s + ce) 
= s(èlog(s)+0(l)), 

d'oii lim ha{cr) = +oo. 

a—*oo 

En plus, pour \s\ sufïisament grand 

Fais) = (2^r.-(l + 0(|.|-i))|j^. (15) 

Donc, pour a assez grand 

Fais) = 0(a-") 

uniformément en r, la condition ^ du théorème Hl 

Pour T sufïisament grand, on a C(s) = 0(|t|^) uniformément sur un demi-plan quelconque 
a > aa fixé [Ml §5.1] (avec A = Aiaa)), dans notre cas aa = 1/2 — a. En plus, de pour 
o- > 1/2, a > 1/2, 

Donc, pour cr > 1/2, on a a — q > cJq et cr + a > 1, d'oii 

F„(s) = 0(|r|^log|r|), 
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uniformément en o" > 1/2, la condition du théorème [H 

La fonction fais) est méromorphe, avec des pôles simples aux points s = —a, 1 — a, a, 1 + a. 
Le point s = ^ est un zéro simple de fa{s), lorsque a / a*, et pour a = a* un zéro triple. En fait, 
/4(l) = 2C'(è + a)/0poura/a*. 

On a vu que lim haie) = +co, et lim Fq,(o") = 0, donc lim /a((7) = +oo. En plus 

cr— >+oo (T— >+oo (T^+OO 



/„(! + a + 0) 



C(l + 2a) - lim + M 

/i-+0+ 

C*(l + 2a) - lim 



h^o+ (1 + /i) - 1 



-oo. 



En conséquence, il existe un zéro de fa{s), Pa £]1 + o, +oo[ de multiplicité impaire, et Uj > 1. 
Il nous reste à voir que Pf^a>i/2 = 2, Ph,o->i/2 = 0) et n/i_o->i/2 = 0- Donc du théorème S] 



N{T) - No{T) < N{T) - Nq{T) < 



2' 



(16) 



d'où N{T) = No{T) (et No{T) < %{T) + 1) pour tout T > 0. On déduit de cette borne que pa 
est forcément simple et n^^^i = 1. ■ 

En faisant a ^ ^, le théorème de Hurwitz nous donne le résultat suivant, sous la forme 
originalement posée par P.R. Taylor. 

Proposition 12 (P.R. Taylor, [31^ §1]). Tous les zéros non réels de la fonction 

fl/2is)=Cis + k)-Cis-h) 

se trouvent sur la droite a = ^. 

L'équation (fTïïf) nous dit que, pour a > 1/2, tous les zéros non réels de /«(s) sont simples et 
sur la droite a = ^, sauf probablement deux (un et son conjugué) zéros doubles. On peut utiliser 
le lemme[7]pour améliorer ce résultat. On calcule 



r{a) 



h'aik) (c)^(è + «) 
Kih) c*(è + «) 



suivant la valeur de a > ^ (voir la figure [T]) . Pour a 



2 ' 



cette valeur approche —oo. Lorsque 




-2.62 , 
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FiG. 1: La fonction r(a) 
a < a*, par le lemmeEl l'écart dj^,a dans le théorème El satisfait df^a > 1 et 

iV^(r)>iarg/i(i + iT), 
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ce qui entraîne la constante 1/2 au lieu de 3/2 dans (fT6]l . Donc tous les zéros non- réels de fais) 
sont simples et alignés sur la droite a = ^, lorsque a < a* . La fonction fa* (s) a aussi tous ses 
zéros simples et alignés, sauf s = ^, qui est un zéro triple. Et pour a > a*, malheureusement on 
ne peut pas obtenir mieux que ([T6|). 

Bien que le passage de a > | à ^ nous fournisse la proposition [T2l la manque de stabilité (par 
rapport au paramètre a) dans le cas général de Nq{T) nous laisse sans information à propos de la 
simplicité des zéros de fi/2{s)- On remarque que la méthode originale de P. R. Taylor ne peut pas 
être appliquée à l'étude de fi/2{s) ; il est pourtant facile de la modifier pour le faire. Dans notre 
cas, on peut appliquer le théorème H] à la fonction 

m = {s- i) = (. - + è) + (i - ^)c*(i + 

et obtenir que presque tous les zéros de /i/2(s) sont simples, sauf probablement deux (un et son 
conjugué, qui pourraient avoir multiplicité double). 
Pour la fonction 

fa{s) = C{s + a)+C{s-a) 

on a 

o<iv(r)-iVo(r)<|, (17) 

(pas de zéro réel connu pour /q(s)), ce qui ne nous permet pas de montrer que tous les zéros 
de fais) sont alignés. L'amélioration de l'estimation précédente peut être obtenue en estimant la 
constante d.- . Il faut remarquer que le lemme[7|ne peut pas être appliqué à cette fonction. 

D'abord on analyse l'argument de ha{s) sur la droite critique, lorsque a est proche de ^. Pour 
a = I , le graphe de la fonction (figure [2]) 

u{t) = iarg/i3/5(i + ir) - i 

nous montre que les trois premiers points < xi < 2:2 < 2:3 < 21 à valeurs entières de n(r) 




FiG. 2: La fonction u{t) 

satisfont u{xi) = — 1 = u{x2), u{x3) = 0, d'oià ù{T) défini comme dans le lemme [D satisfait 
ù{T) > u{T) + 2. Donc, l'écart dans le théorème [6] satisfait dj^^a > 2 et 

iV^(r) = Ù{T) > u{T) + 2 = i arg + iT) + |, 

puis 

o<iv(r)-iv^(r)<i, 

d'où N{T) = No{T) = iV^(r) et tous les zéros de la fonction 

f3ds)=C{s + l)+C{s-l) 
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sont sur la droite a = ^ et ils sont simples. 

Pourtant, pour des grandes valeurs de a, l'argument de haia+ir) est une fonction croissante de 
r > 0, et il est impossible d'améliorer (I17p avec nos estimations. Si on prend a sufisamment grand, 
par exemple a = 8, la fonction fsis) = (*{s + 8) + C{s - 8) a un zéro en sq 8.78369 + 1.00496i, 
à l'extérieur de la droite critique, et un autre symétrique 1 — sô dans le demi-plan supérieur. Donc 
N{T) — Nq{T) = 2, et l'estimation pT|) est optimale. On conclut qu'il y a exactement 4 zéros hors 
la droite critique dans ce cas, tous simples. En plus, Nq{T) = Nq{T), donc tous les zéros de fsis) 
sur la droite critique sont simples. 

Il y a un zéro double de fa{s) pour a 2, 61117, en sq = | + îtq ~ | + 5, 4983i. Ceci peut être 
détecté facilement en remarquant que le zéro ^ + iTQ de fa{s) est un zéro double si et seulement 
si m'q,(to) = 0, où 

Uair) = ^ arg hai^ + ir) - i. 

Dans notre cas, cela correspond à un minimum de tia(T). 

On peut aussi faire l'analyse de /«(s) sous l'hypothèse de Riemann pour < a < i. 

Proposition 13. Soit < a < ^. Sous l'hypothèse de Riemann, tous les zéros non réels de 

Us) = C{s + a)-C{s-a) 

sont sur la droite a = ^ et ils sont simples. Cette fonction a exactement trois zéros réels simples 
s = \, s = pa et s = 1 — pa, otï Pq G]1 + a, -|-cxd[. 

Démonstration. En effet, ^^i = et ^^i = 1 (on compte le pôle s = 1 — a de ha{s)) ; 
de plus, ha{s) ne s'annulle pas pour cr > ^ sous l'hypothèse de Riemann, et 

^=0(log|r|) (18) 

uniformément pour a > ^, a > fixé [33, Theorem 14.2]). Donc 

N{T) - No{T) < N{T) - iV^(T) < i, 
d'oii tous les zéros non réels de /(s) satisfont o" = ^ et ils sont simples. ■ 



Pour obtenir des résultats inconditionnels pour 0<q;<1/2, ilya deux ingrédients importants 
à fournir : d'un côté, une borne de C(s)"^ pour cj > 1/2, différente de ([TH]) ; d'un autre côté, une 
estimation pour le nombre de zéros de la fonction zêta dans le demi-plan a > 1/2 -|- a, supposer 
qu'on a un nombre fini de zéros dans un tel demi-plan est une condition trop forte (cela entraîne 
l'existence d'un demi-plan cr >/?> 1/2 libre de zéros de la fonction zêta). On dévéloppera ces 
outils aux §551 M 

Les fonctions fa (s) = C*{s + a)±C*{s — a) ont été récemment étudiées par H. Ki dans [15]. La 
méthode de Titchmarsh dans [Ml §§9.3, 9.4] donne la formule pour le nombre de zéros de fais) 
avec < r < T 

où la constante dans O(-) dépend de q > (la formule dans ^ISi Proposition 2.2] pour N(T) 
explicite la dépendance de a). 

Comme il est naturel, H. Ki étudie séparément les cas 0<a<l/2eta> 1/2. On remarque 
une faute dans son article, dans l'étude du cas a > 1/2, pour confirmer que ses résultats sont 
cohérents avec les nôtres. H. Ki ne s'aperçoit pas de l'existence d'un zéro réel de fâ{s) (trouvé 
déjà par P. R. Taylor dans la preuve de la proposition 112p . ni des zéros non réels et hors la droite 
critique de fa {s). Dans les dernières lignes de son article, il montre que la fonction 

(s + a){s + a — l){s — a){s — a — l)fa{s) 
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a au plus 4 zéros hors la droite critique (ce qui coïncide avec notre résultat), puis il factorise le 
facteur {s + a){s + a — l){s — a){s — a — 1) en considérant qu'il contient exactement 4 zéros, pour 
conclure que tous les zéros de fais) sont sur la droite critique. Ce dernier raisonnement est erroné, 
vu que ces facteurs correspondent aux pôles de /q(s), et donc ne peuvent pas être comptés commes 
des zéros de la fonction. La simplicité des zéros n'est pas traitée. 

Pour < a < 1/2, H. Ki localise les zéros de fais) dans une région qui dépend des possibles 
zéros de la fonction zêta dans le demi-plan a > 1/2 + a [151 Theorem B] ; il étudie aussi les 
conséquences de l'hypothèse de Lindelôf sur cette région [TÏÏl Theorem C]. Cela implique un résultat 
de densité zéro pour les zéros hors la droite a = 1/2, dont on en parlera au ^ 

On peut modifier la première fonction considérée et obtenir des résultats similaires. On prend 
hais) = C(s + a) avec a > 0, la fonction hais) est entière et on peut appliquer le corollaire 
m Les estimations asymptotiques de 1^(5 + a) sont les mêmes que celles de C*is + a), le facteur 
|(s + a)(s + a — 1) ne change pas le comportement de la fonction. L'absence de pôles de cette 
fonction simplifie les résultats. 

Les fonctions fais) = ■^(s + a)±Ç(s — a), ont donc tous leurs zéros simples, alignés sur la droite 
critique a = ^, pour a > ^ inconditionnellement, et sous l'hypothèse de Riemann pour < a < | 
(une autre preuve de ce résultat peut être vue dans l'annexe Cette fonct ion a été étudiée par 
Lagarias dans [H], qui donne aussi l'estimation correspondante de A^(T). Lagarias étudie aussi la 
distribution limite des espacements entre les zéros consécutifs des fonctions fais), et la relation 
avec la conjecture GUE pour la fonction zêta de Riemann. 

8 Infinité de zéros sur la droite critique 

L'existence d'une quantité finie de zéros de la fonction /i(s) sur la droite a = a n'est pas une 
barrière pour l'application du théorème S] (remarque ((âj) au théorème) et ne change pas le résultat 
du théorème m On suppose maintenant qu'il y a une infinité de zéros sur la droite critique cr = a. Il 
est évident qu'on ne peut plus utiliser le lemmeElpour essayer d'étendre le théorème Hl On obtient 
la généralisation naturelle de ce lemme avec la technique de N. Levinson dans [22]. 

Introduisons d'abord quelques notations. Pour une fonction /i(s) et (Tq < cti, T > 0, on note 

Nhiao, cji, T) = #{s G C I his) = 0, ao < a < ai, < t < T}, 
et Nhiao,T) = Nhiao, +x,T). 

Lemme 14. Soit a G M, /i(s) une fonction méromorphe, réelle sur la droite réelle, avec un nombre 
fini de pôles, /i(a) 7^ 0, holomorphe sur la droite a = a, et holomorphe et non nulle sur la droite 
a = aQ, aQ > a. On définit, pour T > 0, Riao, T) par 

Riao,T) = -Aaighis), 
vr 

où A indique la variation d'argument de his), obtenue par variation continue le long des segments 
qui joignent (dans l'ordre indiqué) ao, ao + iT et a + iT . On dénote par nh^a<a<cTo nombre de 
zéros réels de his) dans l'intervalle a < a < ao et par Ph,a<a<ao nombre de pôles de his) avec 
a < a < ao- 

Le nombre de zéros de fis) sur la droite critique a = a avec < t < T est minoré par 

KiT) > Riao,T) + i-nh,a<a<ao + Ph )-2Nhia,ao,T)-2. (19) 

Remarque. Si les zéros de /i(s) sont restreints à une bande finie jo" — a| < ao, avec les notations 
du théorème Hl (fTÏÏj) devient 

%iT) > RiT) + i-nh,a^a + Ph,a>a) " ^N^io, T) - 2. (20) 
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Démonstration. Soit T > fixé tel que h{s) n'a pas de zéro sur la droite r = T, et oi, 02, . . . , au 
les différents zéros de h{s) sur le segment qui joint a et a + iT : 'Si{ai) = a et 

< 9(ai) < 9(02) < • • • < Q{aM) < T. 

On considère le rectangle modifié C^, formé par déformation du rectangle 

C : a<a<ao, 0<t<T 

par des demi-cercles de rayon e > qui laissent à l'extérieur les zéros et les pôles de h{s) sur la 
frontière du rectangle non modifié C. 

Sur ce rectangle, en partant de la valeur en s = do, l'argument de h{s) est bien défini. On pose 
les quantités 

Hq = arg /i(a + i{ai — 0)) — arg h{a) 

Hj = arg/i(a + i{aj+i - 0)) - arg/i(a + i{aj +0)), 1 < j < M - 1, 
Hm = arg /i(a + iT) - arg /i(a + i{aM + 0)). 

En appliquant le principe de l'argument sur et en prenant la limite lorsque e ^ 0^ on obtient 

M 

T^{-nh,a<a<uo +Ph,a<a<uo) + T^R{aQ,T) -'^Hj 

j=0 

-TT{Nh{a, do, T) - Nh{a + 0, do, T)) = 2TT{Nh{a + 0, do, T) - p'h^a<.<ao) ' 

où Ph,a<a<(7o 6st le nombre de pôles réels, p'^ a<(T<(To nombre de pôles non réels de partie imaginaire 
strictement positive de h{s) avec a < a < do, de façon que Ph,a<a<ao + '^P'h,a<a<Œo ^ Ph,a<a<ao- 
On réécrit la formule comme 

M 

j=0 

7r{Nhia,ao,T) - Nhia + 0,ao,T)) - 27rNhia,ao,T). 

Dans chaque intervalle (ouvert) correspondant k Hj, il y a au moins Hj/n — 2 zéros de /(s) (par 
un analogue au lemme[2|), ce qui rajouté aux M zéros connus de /(s) (les zéros de h{s) sur la 
droite critique), nous donne 

A/ M 

j=0 j=0 
= -M -2 + i-nh,a<a<ao + ^fe,a<(7«7o) + -^(^0, T) 

+ {Nh{a,ao,T) - Nh{a + 0,ao,T)) - 2Nh{a, do, T). 

Ceci avec l'estimation 

Nh{a, do, T) - Nh{a + 0, do, T) > M 
nous donne le résultat attendu. ■ 

9 Infinité de zéros à droite de la droite critique et théorèmes de 
densité 

Considérons pour l'instant les translatées de la fonction zêta de Riemann étudiées dans le ^ 
L'étude des fonctions telles que fais) = C*{s + a) ± (*{s — a) pour < a < 1/2 avec le théorème 
m est possible sous l'hypothèse de Riemann ou sous l'hypothèse de finitude du nombre de zéros 
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de la fonction zêta dans le demi-plan a > ^ + a, ce qui est une condition trop forte à demander. 
Le meilleur qu'on a ce sont les résultats de densité zéro, c'est-à-dire, des estimations de type 
Nç{f3,T) = 0{T^), < 6* < 1 pour le nombre de zéros de la fonction zêta avec a > /?, < r < T, 
lorsque (3 > ^. Mais un résultat de ce type indique qu'un 0% des zéros de la fonction (*{s + a) 
sont à droite de la droite critique a = 1/2. L'analogue du théorème H] devrait s'énoncer comme 
suit : « un 0% des zéros de /«(s) sont en dehors de la droite critique a = 1/2 ». En particulier, le 
100% des zéros de fais) devraient être sur la droite cr = 1/2 ! 

On revient au cas général. Pour simplifier la notation, nous allons étudier seulement les fonctions 
/(s) = h{s) ib h{2a — s) dont la fonction h{s) a les zéros inclus dans une bande |cj — a| < ag. 

Théorème 15. Soit h(s) une fonction méromorphe sur C, réelle sur la droite réelle, qui ne 
s'annulle pas pour a assez grand, avec un nombre fini de pôles. Avec les notations du théorème\^ 
que la fonction F{s) satisfait la condition et 

(ii') il existe une fonction croissante çi> : M — > M telle que, pour chaque o"o > a, il existe une 
constante K > et une suite (T„)„ telles que lim r„ = +oo, 



et 



Alors, pour T > 



Tn < Tn+i < (piTn) pour n > 1, 
\F{s)\ < e^l'l pour a<a < cJo,|r| =Tn,n> 1. 
N{T) - N;,{T) < 4Nh{a,^{2T)) + 0{l). 



Démonstration. On suit la démarche dans la démonstration du théorème [H Sans perte de 
généralité, on peut supposer h{s) holomorphe sur la droite critique a = a (remarque au 
théorème H}. Soit (Jq assez grand pour satisfaire (Qj avec e = |, au même temps que la bande 
2a — (7o < cr < (To contient tous les zéros et pôles de h{s) et f{s). D'un autre côté, on prend K > 
et la suite {Tn)n associés à (Tq en Hi]) . 

On calcule la variation d'argument de /(s) le long du rectangle Rn défini par 

-Tn <T<Tn, 2a- ao <a < ao- 
Le théorème de Littlewood nous donne la formule d'oii l'on déduit que 

vr / S{T)dT < aoK{ao + r„) + -Tn - I{ao). 
Jo ^ 

Donc, il existe C = C(cto) > tel que 

^ r s{T)dT < c, (21) 



pour n assez grand, et pas forcément une borne inférieure, sinon on mettrait 0(1) au lieu de la 
borne C. 

D'un autre côté, le lemme[2]est remplacé par le lemme [Hl ce qui nous donne l'estimation (j20p 

A^^(r) > R{T) - 2Nh{a, T) + 0(1). 

Puis, pour < T' < T 

{T-T'){N{T')-N[,{T')) < r(iV(r)-iV^(r))dT 



< [ 2N{a,T)dT+ [ S(T)dT + 0{T) 
Jo Jo 
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On prend T = T„, T' = T„/2 pour obtenir 

^[N{TJ2) - N'^{Tn/2)) < 2Nh{a,Tn)Tn + f^" S{T)dT + 0{Tn). 

En divisant par T„/2 et par (|21|) 

N{Tn/2) - K{Tn/2) < mh{a,Tn) + 0(1). 

Cette fois-ci on a fait disparaître la constante C vu qu'on traite des quantités positives. Soit 
maintenant T > suffisamment grand. Alors, il existe n > 1 tel que T'„_i/2 <T< T„/2, d'où 

Tn < HTn~l) < <P{2T). 

La croissance des fonctions A^(r) — Nq{T) et Nh{a,T) (par rapport à T) nous permettent de 
conclure. ■ 
Remarques. 

1. La condition ^ du théorème H] apliquée est beaucoup plus forte de ce dont on a besoin, elle 
peut être remplacé par une condition plus faible, comme dans le théorème [Ml 

2. Dans la dernière démonstration on évite de prendre la limite lorsque T — > +oo ; ce qui est 
claire si l'on suppose que lim Nh{a,T) = +oo (sinon on tombe dans le théorème S]) . Ceci 

T — ^oo 

explique aussi le terme d'erreur 0(1). L'intérêt du résultat est le fait de pouvoir calculer 
l'ordre de croissance du nombre de zéros de f{s) hors la droite critique a = a. 

3. Si N{a,T) = 0{T^log^ T) et on peut choisir (f){T) linéaire en T, alors 

iV(a, (/.(T)) =o(r^iog^r). 

On reprend l'analyse des traslatées de la fonction zêta de Riemann. On rappelle pour cela des 
propriétés de la fonction zêta : 

Lemme 16. Pour la fonction zêta de Riemann C(s), on a : 

1. Pour \ <a<llMP- 275] 

/ 0(r3(i--)/(2--) logS \<a<l (Ingham), 

^VÇIC^, J j - I ^^r^;(l-a)/i3a-l) i„g44 | < a < 1 (Huxky). 

2. Il existe une constante j4 > telle que pour chaque n > 1, il existe n < T„ < n + 1 tel que 



|c(-)l 



> r 



-A 



lorsque r = T„, -1 < a < 2 |^ §5.7/. 
Proposition 17. Soit < a < 1/2. Pour la fonction fais) = C*{s + a) i: C*{s — a), on a 

NiT) - iV^(r) < 4A^ç(i + a, 2r + 4) + 0(1). 

En particulier, 



iv(r)-iv^(r) 



0(r3(l"2°)/(3-2a) log5 j^^^ < a < \, 
0(^3(l-2a)/(l+6a) y^^M i < a < i. 
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Démonstration. La condition (0]j du théorème H] est toujours satisfaite, mais pas la condition 
(1^. On combine le lemme [Tïï] f^j, et les estimations utilisées dans l'étude du cas a > ^ dans 
l'équation (jlSp . pour obtenir une suite (T„), avec n < T„ < n + 1 et une constante B > telle que 
la fonction Fq,(s) = (*{s — a)/C*{s + a) satisfait 

F„(5)=0(t«) 

pour (T > ^, r = n > 1. En prenant 0(T) = T + 2, on a la condition fil]) du théorème I15[ Cela 
nous donne le résultat principal. Les estimations particulières sont conséquence d'appliquer celles 
de Ingham et Huxley dans le lemme [Tïï] ([ip. ■ 



Le résultat obtenu entraîne une densité zéro pour les zéros des fonctions /«(s) hors la droite 
critique cr = ^. On peut comparer ce résultat avec celui de H. Ki [ÎÏÏl Theorem B], dont on a parlé 
à la fin du ^ qui entraîne 

N{T) -No{T) = 0{Nç{^ + a + 0, T) log T) . 
Les estimations obtenues restent les mêmes pour les fonctions f{s) = ^(s + a)ibÇ(s — a), < a < ^. 



10 Intégrales associées à des séries d'Eisenstein 

La série d'Eisenstein non-holomorphe E{z,s) pour le groupe modulaire PSL(2,Z), pour z 
X + iy dans le demi-plan supérieur BI = {z G C | y > 0} est définie par 

1 V- y" 



2 ^-^ Imz + np*' 

(m,n)^(0,0) ' ' 

pour (7 > 1. Cette série admet un prolongement analytique dans le plan complexe, sauf aux points 
s = 0, s = 1 où elle a des pôles simples, avec résidu Ress=i E{z, s) = S/vr, et satisfait à l'équation 
fonctionnelle 

E*{z,s) = E*{z,l- s), 

où E*{z,s) = Tr''^T{s)E{z, s) est la série d'Eisenstein complétée. Cette série contient la fonction 
zêta de Riemann; en fait E{i,s) = 2(:^{s)L{s,X-a), où X-4("-) = ! donc on peut attendre, 

dans certains cas, une hypothèse de Riemann pour E{z, s). 

La série d'Eisenstein agit comme une forme modulaire de poids zéro, puisque 



,'az + b . 

E[ — , s = E{z, s) pour 

^ cz + a ' 



a b 
c d 



G PSL(2,Z) 



En particulier, E{z + l,s) = E{z,s), et par la périodicité par rapport à la variable x, on a un 
dévéloppement de Fourier de la série, la formule de Chowla-Selberg [29l §1] : 



r(s) 

^ n=l d\n 

Pour A > et s E C, l'intégrale 

f + 00 



+ 00 

oo 



.2^nycoshT^{s-l/2)r^^ • COs(2^nx). 



/ + 00 
g-2Acosh Tgsr^^ 
-oo 
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est une fonction de Bessel. Elle est une fonction entière de s, et satisfait aux équations (cf. [Ml 
p.307]) 

sKsi2A) = A{Ki+si2A) - Ki^s{2A)) , (2^) = ET., (2^) pour s G C. (22) 

Ces équations montrent que la fonction de Bessel correspond bien à un cas particulier des fonctions 
en étude dans notre travail (plus précisément, au théorème HUl) . Polya a montré que tous les zéros 
de la fonction de Bessel sont simples, et sur la droite a = \24\ §VI]. La fonction diviseur 



l-p 



{e+l)s 



^ n i — 

d\n p'^\\n 

est une fonction entière, aussi avec tous leurs zéros sur la droite ci = et simples. Donc, les 
coefficients non-nuls et non-constants dans la série de Fourier de E{z, s) ont tous leurs zéros sur 
la droite a = ^. 

Par contre, le terme constant du dévéloppement de Fourier de E*{z,s) 



aoiy,s) 



C E*{x + iy)dx = C{2s)y' + C{2- 2s)y^-\ (23) 



peut avoir deux zéros hors la droite critique, (corollaire I2ip . mais qu'en nombre fini, tous les autres 
restant sur cette droite et simples. La répartition des zéros de cette fonction a été étudiée par 
Hejhal [TT], Suzuki et Lagarias [20], et finalement H. Ki [18]. 

Plus généralement, on peut considérer une intégrale de E*{z,s) sur la surface modulaire 
PSL(2,Z)\]HI par rapport à une mésure positive, tel que la mésure hyperbolique d^{z) = y~^dxdy 

E*{z,s)dfi{z), 

OÙ ^ est le domaine fondamental ^ = {2:EE[| \z\ >1,|x| <^}. Des telles intégrales apa- 
raissent dans le calcul des intégrales des fonctions automorphes par la méthode de Rankin-Selberg. 
Soit Fi^z') une fonction continue sur H, invariante par PSL(2,Z), dont le terme constant dans 

le dévéloppement de Fourier est 6o(y) = / P{x + iy)dx. L'intégrale de F{z) sur & peut être 

récupérée par le calcul du résidu (sous les bonnes conditions de convergence) 



En fait, 



- / F {z)d fi{z) =ReSs=i [ F{z)E{z,s)fi{z). 

r /"OO 

/ F{z)E{z,s)^i{z)= / h^{y)f-^dy = R{F,s) 



(cf. [371 P- 415]), ce qui réduit le calcul d'intégration sur le domaine fondamental à l'intégration sur 
une droite. La fonction R{F, s) est appelé la transformée de Rankin-Selberg de F{z) ; elle est une 
fonction méromorphe, et satisfait à l'équation fonctionnelle R*{F, s) = R*{F, 1 — s), où R*{F, s) = 
(* {2s)R{F, s). Pour contourner les problèmes de convergence qu'on rencontre dans la pratique, 
Zagier introduit dans |37] une procédure de renormalisation d'intégrales, par l'introduction des 
domaines tronqués = {z ^ M. \ \z\ >l,|x| <^,y<T}. Comme partie des résultats de Zagier, 
on retrouve une formule de R*{F, s) incluant un terme de la forme 

H{y;s) =p{s)C{2s)y'+p{l - s)C{2 - 2s)y^-% (24) 

oii p{s) est une fonction rationnelle [371 P- 419]. 

Certaines de ces intégrales ont attiré l'attention ces derniers temps. Lin Weng a introduit 
récemment des fonctions zêta de rang n non abéliennes, associées à des corps de nombres, en 
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analogie à l'intégrale d'Iwasawa-Tate, dans |36j- On particularise l'étude au corps des nombres 
rationnels. La fonction zêta de Weng de rang 2 correspond à l'intégration de la série d'Eisenstein 
complétée sur un ensemble de réseaux, les réseaux semi- stables de M^. Un réseau L = L{z) = 
{mz + n\m,n£Z},z£^ est semi-stable si, et seulement si z G ^9» Example 1.25], et la 
fonction zêta de Weng est 

Z2,q{s) = / E*{z,s)d^i{z). 
Suivant la renormalisation de Zagier, on considère les intégrales, pour T > 1, données par 

zIq{s)= [ E*{z,s)dfiiz). 

La méthode de Rankin-Selberg nous donne alors des formules closes pour les fonctions zêta de 
Weng (cf. [371 PP- 426-427], [20» §1]) : 

Z^Qis) = C(2s)^ - r (2 - 2s)^, 

et en particulier 

Z2,Qis) = C{2s)-L.-C{2-2s)^. 

On veut maintenant étudier la répartition des zéros de ces fonctions d'une façon unifiée. Les 
fonctions zêta de Weng et le terme constant de la zérie d'Eisenstein sont des cas particuliers de la 
formule (f2^ . Lagarias et Suzuki proposent dans [2Ô] l'étude de cette fonction pour y > 1, et p{s) 
est un polynôme à coefficients réels, ce qui équivaut à l'étude avec une fonction rationnelle p{s). 

On fait d'abord quelques remarques sur les racines de p{s). Par la remarque ((âj) du théorème 
m on peut supposer que s = ^ est une racine simple de p{s), et qu'il n'y a pas d'autres zéros pour 
p{s) sur la droite critique cr = ^, parce que ces zéros sont aussi des zéros de H{y,s) de la même 
multiplicité, et qui peuvent être facilement factorisés. Il faut aussi voir que H{y; s) a un pôle en 
s = 1 si et seulement si p{0) ^ 0. L'application du théorème H] et le lemme [7] nous fournissent le 
résultat suivant. 

Théorème 18. Soit 

H^{y; s) = p{s)C{2s)y' ± p{l - s)C{2 - 2s)y^-\ 

oùy > 1, p{s) un polynôme à coefficients réels, tel que p{s) = {2s — l)q{s), où q{s) est un polynôme 
sans racine sur a = \. Alors 

(i) Le nombre de zéros non réels et de partie imaginaire positive de H^{y;s) en dehors de la 
droite critique o" = ^ est borné par 

1 

N{T) - NoiT) < N{T) - iV^(r) < n± - n^^^^i - ^ + Xh,o + iVp,<,>i - 

où n^^^i note le nombre de zéros réels de H^{y;s) avec a > n^i la multiplicité de 

s = \ comme zéro de H^{y;s) (0 pour H'^{y;s), > 1 et impaire pour H~{y;s)), XH,o = 1 
si p{0) / XHfl = si p(0) = 0, A'^^^i est le nombre de racines de p{s) avec a > ^, et 
dfj 1 > est le nombre entier dans le théorème\^ (équation 

(a) En particulier, si s = est un zéro de p{s), et le seul zéro de p{s) avec a > ^ est s = ^, 
alors tous les zéros de H^{y;s) sont sur la droite critique a = ^, et ils sont simples. 

(m) Soit y* = 4Tre~^~'' ^2^1(2^ Alors, pour la fonction H^{y; s), 
(a) Si y < y* , on a d^ 1 > 1 ; 
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(b) Si y = y* , la multiplicité de s = ^ comme racine de H {y; s) est > 3 ; 

(c) Si y > y* , il y a un zéro p de H~{y;s) dans l'intervalle 1[ (et \ — p dans (0, si 
g(^)(/(0) > (q{\) et g(0) ont le même signe), donc > 1. 

Remarque. La borne obtenue dans ^ est < degp + 1, donc uniforme en y > 1. De même 
pour le nombre de zéros réels et pour la constante drT i . 

Démonstration. Soit h{y;s) = p{s)C* {'2s)y^ , alors 

H^{y;s) = h{y;s)±h{y;l-s) 

et on applique le théorème [H Les zéros possibles de h{y; s) dans le demi-plan a > 1/2 proviennent 
de p{s), donc ils sont en nombre fini. Les estimations qui entraînent les conditions (Gp et {21) du 
théorème H] sont les mêmes que celles de la fonction C*('5 + |) étudiée au ^ sauf par le facteur 
dépendant du paramètre y > 1. Par la formule de Stirling, la fonction F{y; s) = h{y; 1 — s)/h{y; s) 
satisfait, pour a > 1/2 et |s| assez grand 



p{s) C*{2s) 

i-2sP(i-^) /-r(5-è)C(2^ 



y — r^VTr 



p{s) ^ T{s) C{2s) 



a2s) 



Donc 



F{y; s) = y'~'^{-ir^^V^s~'/'{l + Oils^Y-^^^ (25) 

pour fj > ^ et \s\ assez grand. Pour a +oo, cette expression est 0{a^^^'^). Pour |r| +oo, 
l'expression est 0(|r|^) pour une constante K > 0. Donc, la fonction F{y; •) satisfait les conditions 
du théorème m et on obtient en remplaçant Pjj^yi = Xh,o, ^Uay^ ~ ^pa>^ dans ([5]). La 
partie ( (Ep du théorème est une conséquence immédiate de 

Il nous reste à montrer Jw]). Pour obtenir ^ on utilise le lemme [71 De 

h{y; s) = {2s - l)q{s)C{2s)y^ = ^e(2s)y^ 

s 

on a 

On utilise maintenant la formule 

= --1-!-^ = — 7 - 1 + - loff 47r 

[31 §11, p. 83] pour obtenir 

= ^ + 7 - log47r + logy = logy - logy*, 

donc la condition y < y* est équivalente à ^"^^^ i^.^ < 0, d'oti on obtient On sait que ^-Q^{y] 2) — 

2^{y; |). Si y = y*, alors ^^(y; ^) = 0, puis rij^ 1 > 2 et puisque ce nombre est impair, on a 
njj 1 > 3, donc Si y > y* on ne peut rien dire dans le cas général. 
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Sans perte de généralité, on peut prendre 9(2) > 0. Alors 

h{y- \) = lim(2s - l)C{2s)q{s)y' = q{l/2)y^'^ > 0. 

L'analyse antérieure entraîne que ^^(y; ^) = ^) > si y > y* . Donc, il existe xq > ^ tel 

que H~{y;xo) > 0. Maintenant, la condition q{0) > nous dit que s = n'est pas racine de p{s), 
donc H~{y;s) a un pôle en s = 1, avec résidu —q{0) < 0, d'où lim H~{y;s) = —00. Donc, il 

existe p £]xq, 1[ tel que H~ {y; p) = 0, ce qui montre ■ 

Maintenant on applique le théorème [18] pour obtenir comme des cas particuliers les résultats 
de HO]. 

Corollaire 19 (Suzuki et Lagarias [201 Theorem 2]). Pour chaque T >1 fixé, la fonction 

a tous ses zéros simples, et sur la droite a = ^. 

Démonstration. Dans le théorème [TSl on pose p{s) = (2s — l)s. Alors 

H-{T;s) =T{2s-l)s{s-l)I{T;s), 
d'où l'on conclut par la partie ■ 

En particulier, pour T = 1 on obtient l'hypothèse de Riemann pour Z2,q(s). 

Corollaire 20 (Suzuki et Lagarias \2Q\ Theorem 1]). La fonction zêta non-ahélienne de rang 2 
sur Q 

Z2,Q(s)=C(2s)^-r(2-2s)^ 

a tous ses zéros simples, et sur la droite a = ^. 

Récemment, Hayashi [10] a obtenu une formule close pour la fonction zêta de Weng de rang 2 
d'un corps de nombres quelconque [10], la même formule que pour le corps des nombres rationnels 
011 on change la fonction zêta de Riemann complétée par la fonction de Dedekind complétée et 
à une constante près. À partir la formule obtenue, il obtient l'hypothèse de Riemann pour les 
fonctions de rang 2 par la méthode de Lagarias de Suzuki, la variante réelle du théorème HUl 

L'hypothèse de Riemann pour la fonction zêta de rang 3 a été établie par Suzuki en [30] ; on 
peut aussi appliquer nos méthodes à l'étude de cette fonction. La fonction zêta de rang 1 n'est 
autre que la fonction zêta complétée C*is)- 

On obtient maintenant une version modifiée de [20[ Theorem 3] : 

Corollaire 21. Soit y* = 4:7re~^ . Pour chaque y > 1, la fonction 

aoiy;s) = C*{2s)y' + C*{2-2s)y'-' 

est une fonction méromorphe, qui peut être prolongée analytiquement au point s = ^. Alors 

a) Si y < y*, tous les zéros de ao(y;s) sont sur la droite critique a = ^ et ils sont simples. 

h) Si y = y* , tous les zéros de ao{y', s) sont sur la droite critique a = ^ et ils sont simples, sauf 
s = ^ qui est un zéro double. 

c) Si y > y* , il y a exactement deux zéros hors la droite critique, un zéro réel simple py dans 
l'intervalle 1[, et son symétrique 1 — py. Tous les autres zéros sont sur la droite critique 
et ils sont simples. 
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Démonstration. On prend p{s) = 2s — 1, d'où 

H' (y, s) = (2s - l)ao(y;s). 

Comme p(0) ^ 0, on ne peut pas appliquer la partie du théorème [THl Par la partie du 
même théorème, pour la fonction H~{y;s) on a 

1 



N{T)-No{T) < N{T)-N',{T)<2-N^^^^._-^-dH,., 



puisque n^i > 1. On applique maintenant la partie Im)) du théorème. On a g(,s) = 1, donc 
y* = 4:TTe-^ et 

a) Si y < y* , on a djj 1 > 1, puis forcément = et i = 1- 

b) Si y = y*, on a i > 3, puis forcément i = 3 et ^-^i = 0. 

c) Si y > y*, on a n^^^i > 1, donc encore n^^^i = 1 et n^i = 1. 

Dans tous les cas, N{T) = Nq{T) = N'q{T). Cela finit la preuve. ■ 

Remarques. Le résultat [2Ô| Theorem 3] établit la continuité de py en fonction du paramètre 
y > 1, en montrant que c'est une fonction croissante de y, et que py ^ 1 lorsque y +oo. 
L'alignement des zéros non-réels de ao(y;s) a été démontré par Hejhal en [111, Proposition 5.3 
(f)] en utilisant les relations de MaaB-Selberg [331 §2.18]. La simplicité des zéros de ao{y,s) a été 
récemment montrée par H. Ki en |18j . On remarque que ces approches traitent l'alignement et la 
simplicité des zéros séparément. 

Récemment, W. Mûeller a donné en [23] une interprétation des zéros de ao(y; s) en termes des 
valeurs propres d'un operateur autoadjoint, un pseudo-laplacien agissant sur un sous-espace de 
L^(PSL(2, Z)\E[) . Dans ce travail, il fournit aussi une extension du corollaire ET] au terme constant 
d'une série d'Eisenstein associée à PSL(2, Ok) [231 Theorem 0.3], oii Ok est l'anneau des entiers 
d'un corps quadratique imaginaire K = Q[V—d) , d > entier, tel que le nombre de classes d'idéaux 
entiers h{—d) = 1. Ce terme est obtenue en remplaçant la fonction zêta de Riemann complétée par 
la fonction zêta de Dedekind complétée dans (|23p ; nos méthodes s'étendent facilement à ce cadre. 

Quant à la répartition des zéros, une application directe du théorème [6] et la remarque faite au 
théorème 1181 nous fournissent le résultat suivant. 

Théorème 22. Pour chaque y > 1, la fonction H^{y;s) dans le théorème\T^ a tous ses zéros, 
sauf un nombre fini, simples et alignés sur la droite a = ^. Le nombre de ces zéros, en fonction 
du paramètre y > l, avec < t < T est 

N{y; T) = - log r - -(logvr + 1)T + -(logy)r + O(logr). 
vr vr vr 

La constante dans O(-) ne dépend pas de y > 1. Les zéros des fonctions H^{y;s) sont ultimement 
entrelacés. 

Cette estimation est la même que celle calculée par Lagarias et Suzuki [201 Theorem 5] pour 
la fonction ZJq(s). Ils montrent de plus que la partie imaginaire de chaque zéro de ZJq(s) avec 
r > est une fonction strictement décroissante de T. 

ixiii' 1 — S] 

Il nous reste à voir le cas oii < y < 1. De ([^5]) . la fonction F{y\ s) = — r — satisfait, pour 

h(y]s) 

a sufïisament grand, F(y; s) = 0(y~^°"|s|~^/^) . Puisqu'elle contient une puissance de y convergeant 
vers l'infini lorsque a — > +oo, cette fonction ne satisfait pas les conditions du théorème Hl 

La proposition suivante a été énoncée par D. Hehjal en |1H p. 89], et montrée par H. Ki |16t 
§2] dans le cas oîi p{s) = 1. 
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Proposition 23. Pour < y < 1, la fonction H^{y,s) du théorème [I^ possède des zéros avec 
parties réelles arbitrairement grandes. Pour ao suffisamment grand, le nombre de zéros de H{y, s) 
avec cr> cJo et < t < T satisfait 

NH{ao,T) = 0{T). 

Démonstration. Les zéros de H {y; s) sont, essentiellement (sauf un nombre fini), ceux de la 
fonction (/(s) = l±F{y;s). Par l'équation (f^ . a(s) = 1 ±y^~^*0rs~^/^ (l + 0(cr~^)) pour a > œq. 
Cette fonction a le même comportement que la fonction 

g,is) = l±y'-'^V^s-'/^ 

comparable à une exponentielle-polynôme sans terme principal [H Chapter 13]. Le principe de 
l'argument appliqué à gi{s) montre que son nombre de zéros avec < r < T est cT + 0(1) pour 
c = — ;^logy > [25, Part III, Chapter 4, Problem 206.2]. Le théorème de Rouché transmet cette 
information à g{s) dans le demi-plan a > ag. 

Or, chaque racine de g{s) vérifie \s\^/^ = y^-'^''^{l + O(o-i)). Pour une suite de zéros de 
g{s) (vu qu'il y a une infinité), |s| +oo, d'oii de cette dernière égalité a — > +oo. ■ 



On parlera ensuite des autres zéros de H {y, s), ceux dans la bande jo" — a| < a^. 



11 Dominance faible. Un résultat non effectif. 

La nécéssité d'étendre le théorème [THl au cas < y < 1, qui n'est pas de la même nature que 
le cas y > 1, nous motive à établir le résultat suivant. 

Théorème 24. Soit ao > a, h{s) une fonction méromorphe, réelle sur la droite réelle, avec un 
nombre fini de pôles, un nombre fini de zéros dans la bande a < a < ; holomorphe et non nulle 
sur la droite a = gq. On pose 

f{s) = f^{s) = h{s)±h{2a-s). 

On suppose que la fonction 

_ h{2a-s) 
h{s) 

satisfait 

(i") F{s) 7^ ±1 sur a = œq, et il existe tq > tel que \F{s)\ < 1 pour a = ao, \t\ > tq ; 
(ii") il existent K > et une suite {Tn)n telle que lim r„ = +oo et \F{s)\ < e^'*' pour a < a < 

n—>oo 

ao, \t\ = Tn, n> 1. 

On note le nombre des zéros de f{s) avec < t < T dans la bande \a — a\ < ao — a (en 
comptant les multiplicités) par 

N{T, ao) = #{s eC\\a - a\ < ao- a, <T < T}. 

Alors, il existe une constante B = B[ao) telle que 

N{T,ao)-K{T)<B 

pour T > 0. Donc tous les zéros de f{s) dans la bande \a — a\ < ao — a, sauf un nombre fini, sont 
sur la droite a = a et ils sont simples. 
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Remarque. En comparant avec les conditions du théorème Hl la condition (EJ) est l'analogue 
de ||j avec r] = 1, alors que fii "]) est l'analogue de ^ avec un > fixé au lieu d'un e > 
arbitraire. 

Démonstration. On suit la démarche de la démonstration du théorème [H D'après la remarque 
(jâj) à ce théorème, on peut supposer que F{s) est régulière et non nulle sur la droite a = a. 
On considère le rectangle R défini par 

— T < T <T, 2a — aQ < a < do, 

tel que f{s) n'a pas ni de zéro ni de pôle sur sa frontière. On calcule N{T,ao) comme on le fait 
pour N(T) dans le théorème Hl en calculant la variation d'argument des fonctions g{s) et h{s) 
(avec /(s) = h{s)g{s)) le long du chemin donné par les deux segments qui lient dans l'ordre (Tq, 
a + iT, s 

R{T) = - A arg h{s), S{T) = -A arg g{s). 

TT TT 

On remarque que ces deux quantités dépendent de uq en général, dans ce cas fixe. L'application 
du lemme de Littlewood nous fournit la formule 

TT / S{T)dT = / \og\g{(j + iTn)\da + / aig g{aQ + iT)dT - I{(Jq). 

Jo Ja Jo 

De IPj) . pour r > tq, on aura Rg{s) > 1 — > 0, donc il existe A = A((To) G Z tel que 

|arg(^(o"o + ir) — 27rA| < vr 



pour r > Tq. Puis 

vr / SiT)dT < aoK{ao + r„) + / aTgg{ao + iT)dT + (r„ - to)(2A + 1)tt - I{ao) 
Jo Jo 



au lieu de ([8]). La contribution correspondante de la moyenne de S{T), obtenue en divisant cette 
dernière inégalité par 7rT„ et en faisant n — > +oo, est < ctqK + 2A + 1, donc finie. La quantité 
analogue de Ba est obtenue en calculant le bilan entre le nombre s zéros et les pôles de f{s) et 
h{s) avec a < (Tq, donc qu'on note par Ba{ao). L'argument de démonstration du théorème H] nous 
donne finalement 

N{ao,T) - N^{T) < Ba{ao) + a^K + 2A + 1, (26) 
ce qui montre le résultat. ■ 

Le point faible du théorème 1241 est l'innefectivité de la borne qui dépend de la quantité A, 
difficile à calculer ; c'est la raison pour laquelle on ne garde pas la borne obtenue dans l'énoncé du 
théorème. 



On peut maintenant compléter l'information du théorème [18] et la proposition [23] dans le cas 
< y < L 

Proposition 25. Soit < y < 1, H[y; s) comme dans le théorème\18l Alors, pour tout ao > 1/2, 
tous les zéros de H (y; s) dans la bande \a — 1/2| < do — 1/2, sauf un nombre fini, sont sur la droite 
(7 = 1/2 et ils sont simples. 

Démonstration. Il suffit de vérifier la condition i fP]) du théorème 1241 pour a = ao suffisament 
grand. On pose F{y;s) = ^^j^^y~^^ ■ Par ([25]) . pour a suffisament grand, F{y;s) = 0(y~^°'|s|~^/^) . 
Donc, pour ao assez grand, |-F(s)| = Ocro (|r|~^/^) pour a = ao, |r| > tq. 
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D'un autre côté, pour (Tq fixé, la puissance y est bornée pour a < a < cxo, ce qui suffit pour 
vérifier Ui "\) avec ([25]) et les arguments habituels. Le résultat se suit directement. ■ 

Le dernier résultat n'est pas nouveau, il a été obtenu par H. Ki, il correspond à un cas particulier 
de la propositionl29[ Notre méthode de démonstration diffère de celle de H. Ki dans le sens qu'on n'a 
pas d'analyse de dérivée à faire, pour un résultat sur la simplicité des zéros étudiés. La généralité du 
théorème 1241 nous permettra de l'appliquer pour étudier la répartition des zéros des approximations 
de la fonction zêta d'Epstein, au ^T2l 

12 Approximations de la fonction zêta d'Epstein 

Soit Q{u,v) = au^ + buv + cu^ avec a > 0, 6, c G M une forme quadratique définie positive, 
c'est-à-dire avec A = 4ac — 6^ > 0. La fonction zêta d'Epstein associée à Q{u,v) est donnée par 

Zq{s)= Y1 Q{m,n)-', 

(m,n)^(0,0) 

pour o" > 1. Cette fonction peut être prolongée analytiquement dans le plan complexe, sauf en 
s = 1, où elle a un pôle simple, et elle satisfait à l'équation fonctionnelle 

(^)'r(.)ZoW = (^)'"'r(i-,)z«(i-,). 

Cette fonction est essentiellement une série d'Eisenstein ; on change notre point de vue pour des 
raisons historiques. Lorsque les coefficients a, 6, c sont des entiers, qu'on suppose avec (a, 6, c) = 1, 
l'étude de cette fonction est liée à l'étude du corps quadratique imaginaire Q(\/— (ï), où d = A/4 si 
A/4 est entier, d = A sinon. Soit h{—d) le nombre de classes d'idéaux entiers de Q(\/— d) (ou des 
classes d'équivalence de formes quadratiques de discriminant —A). Si h{—d) = 1, la fonction zêta 
d'Epstein est, à une constante près, la fonction zêta de Dedekind du corps quadratique Q(\/— d) , 
elle a un produit eulérien, et contient la fonction zêta de Riemann comme facteur (on reprend 
l'exemple de la série d'Eisenstein E{i,s), le cas où Q{u,v) = tt^ + v'^). Dans ce cas, on attend 
que tous les zéros de Zq{s) soient sur la droite critique a = 1/2, une hypothèse de Riemann pour 
Zq{s). Par contre, celui-ci est le cas moins fréquent, puisque les seuls entiers positifs d pour lesquels 
h{—d) = 1 sont les nombres de Heegner d = 3,4,7,8,11,19,43,67,163. Si h{—d) > 1, la fonction 
zêta d'Epstein n'a pas de produit eulérien, et elle a une infinité de zéros en dehors de la droite 
o" = 1/2. Plus précisément, il a été montré par Davenport et Heilbronn dans [1] et [5], que, lorsque 
h{—d) > 1, la fonction Zq(s) a une infinité de zéros dans le demi-plan o" > 1, arbitrairement 
proches de la droite a = 1, et par Voronin dans [35] que dans une bande ai < a < a2 avec 
1/2 < (Ti < (72 < 1, cette fonction a au moins c((Ti, a2)T zéros avec < r < T pour T suffisament 
grand, où c(cji,cj2) > 0. Bien sûr, cette fonction a une infinité de zéros sur la droite a = 1/2, 
ce qui a été montré par Potter et Titchmarsh [27], et le nombre des zéros avec < r < T est 
asymptotiquement cT log T (une formule explicite bien sûr, analogue à celle pour la fonction zêta 
de Riemann). 

On reprend la formule de Chowla-Selberg 

Zçis) = 2C(2.)a-^ + |^l^^C(2.-l)r(.-i) 

V^ïr(s)A^/2-i/4 A. a 

et on obtient des approximations de la fonction zêta d'Epstein en prenant les sommes partielles 
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des termes dans cette formule. Pour n > 1 entier, on définit Zq_„(s) par 
ZqAs) = 2C(2.)a- + |^^^C(2.-l)r(.-i; 

Ces fonctions ont été précédemment étudiées par D. Hehjal dans [H] §5], et reprises par H. Ki 
dans [IBj, qui améliore ses résultats. On va redémontrer les résultats de H. Ki avec nos techniques. 
On définit pour cela une classe de fonctions qui généralise Zq^„(s). Soient A > 0, Aj > 0, Xj > 
et bj G M pour j = 1, . . . ,n. On note par G{s) la fonction 

Gis) = C(2s)A^ + ^£^i_ilc(2. - l)Ai-^ 

n ^+00 {27) 



+f(^LMA, +A, ) 

^ ' k=i 



g -2AfcCoshrg(s-l/2)Tj^_ 



On voit facilement que |(\/Â/2)'^.^Q,n('S) est un cas particulier de oii A = \/Â/(2a) et sous 

les conditions aditionnelles < Aj < 1 et \jAj > vrA pour j = 1, . . . , n. 

La parité de la fonction de Bessel et l'équation fonctionnelle de la fonction zêta de Riemann 
entraînent l'équation fonctionnelle pour G{s) 

7r-'T{s)G{s) = 7r-i+^r(l - s)G{l - s), 

qui à son tour, entraîne celle de la fonction Zq_„(s) 



r{s)ZQ,n{s) ={^] r(i - 5)Zq,„(i - s). 



27r y ^ ' ^' ' ' \ 2tt 
En fait, l'équation fonctionnelle de G{s) est une conséquence directe de l'égalité 

7r-T(s)G(s) = w{s) + w{l - s), 

011 

w{s) = A^7r-T(s)C(2s) + ^6fcA; ^2K^_i(2^fc). (28) 

k=l 

L'estimation suivante est analogue à celle dans [16^ Proposition 3.5]. 
Proposition 26. // existe R > tel que 



T{s) ^V|s|V2 

pour \s\ > R, a > \. 

Démonstration. La formule dans [241 p. 309] 

^2n 



^ - s){2 - s) ■ ■ ■ {n - s) 

+r(-s) (1 + 2^ n!(l + s)(2 + s)---(n + s)/ 

n=l 



(29) 



permet de lier les comportements asymptotiques de la fonction de Bessel et de la fonction gamma. 
Il a été montré par Polya dans [231 pp. 309-310] que la fonction entière '4)a{s) = A^Ks{2A) /T{s) — 1 
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satisfait lim ^ais) = dans tout demi-plan cr > e, e > fixé. Le même calcul montre que ipais) 

|s|— >oo 

est bornée dans le demi-plan a > 0. Or 

On applique la formule de Stirling pour obtenir le résultat. ■ 

Ensuite on énonce et démontre une variante du résultat de H. Ki [16' Theorem 1]. 

Proposition 27. Soient A > 0, Aj > 0, Xj > et 6j G M pour j = 1, . . . ,n, et G{s) la fonction 
définie par ^27\ ). Alors, pour tout cjo > 1/2, tous les zéros de G{s) dans la bande \a — a\ < aç, — a, 
sauf un nombre fini, sont simples et sur la droite a = ^. 

Sous les conditions additionnelles A > 1, < Aj < 1 et XjAj > vrA pour j = 1,. . . ,n, tous les 
zéros non triviaux de G{s), sauf un nombre fini, sont simples et sur la droite a = ^. 

Corollaire 28 (H. Ki [Tïïl Corollary 1]). Pour les fonctions Zq^„(s), on a le résultat de la proposi- 



tion 21 . Si \/lS./{2a) > 1, tous les zéros non triviaux de Zq^n^s), sauf un nombre fini, sont simples 
et sur la droite a = ^. 

Démonstration (de la proposition). Les zéros triviaux des fonctions G{s) et Zq^„(s) pro- 
viennent de la fonction gamma, comme pour la fonction zêta de Riemann. On va appliquer les 
théorèmes m et [Ml H est clair que les seuls pôles de ui{s) sont s = 0, s = 1/2. On pose 

u, = max XT^AT^ttX"^ , v = max Afe^r^vrA"^. 

l<k<n " l<fc<n " 

On factorise w{s) par 

D'après la proposition 1261 pour |s| sufïisament grand, a > 1/2, \ <k <n 



d'où 

w{s) = (^)'r(s)(c(2s) + 0(z^1s|-i/2 
et C(2s)"^ = 0(|s|i/4) pour > 1/2 , puis 

^i^) = (^)'r(s)C(2s)(l + 0(z.n5r'/')), (30) 



pour cj > 1/2 et |s| sufïisament grand. 
Si l'on écrit F{s) = w{l — s)/w{s), 



Ai-^7r5-^r(s - i)C(2s - 1) + Y.bkXl '2K,_i(2Afc) 



F{s) 



k=l 



Aj T{s)C{2s)(^l + 0{u-a-y^ 

r('i-i) " 1 ' i(2^fe) 

A.-.^£(i^a2» - 1) + E ''^^r"A--'2^^ 

C(2s)(l + 0(z^'^|shV4 
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Or, encore par la proposition \26[ on a pour |s| assez grand, a > 1/2, 1 < k < n 



Puis, pour o" > 1/2, |s| suffisament grand 

0(A-2-|s|-i/2)^(25 - 1) + 0(/i-|s|-i/2) 



C(2s)(l + 0(z^'^|s|-i/4 



(31) 



a) Soit do > 1/2 tel que w{s) 7^ et F{s) / ±1 sur a = (Tq, et ({s) x 1 pour a > ag 
((Tq > 2). Dans (fÏÏT]) . on fait |t| ^ +00 pour s = (Tq + ir, et on obtient F{s) = O^q 

d'oii la condition (Efp du théorème [211 Pour 1/2 < a < (Tq, les puissances C"^ avec C 
constante, agissent comme des constantes. Puis, les estimations C{2s — 1) = 0(|r|^) et 
C(2s)~^ =0(log|r|) pour cj > 1/2 et |r| assez grand, entraînent que F{s) = Oo-q (It"!"^ log |r|) 
pour 1/2 < a < ao, |r| >ro, donc la condition in"] ) du théorème 1241 La première partie de 
la proposition découle de ce résultat. 

b) On suppose maintenant les conditions A > 1, < Aj < 1 et XjAj > vrA pour j = 1, . . . ,n. 
Alors, /X < 1 et < 1. La fonction w{s) n'a qu'un nombre fini de zéros avec a > 1/2, puisque 

dans dSÏÏI) w{s) = A^C*(2s)fl + Odsl^^/"^)), puis w{s) / pour \s\ assez grand, a > 1/2. 



L'équation (jÏÏT]) devient 

0(|s|-V2)c(2s-l) + 0(|s|-i/2) 



F{s) 



C(2s)(l + 0(|s|-V4)) 



Lorsque a +00, on a F{s) = 0{a~^/'^) uniformément en r, donc la condition ^ du 
théorème m Lorsque r +00, on a F{s) = 0(1x1"^ log |r|) pour a > 1/2, |t| assez grand, 
donc la condition du théorème H] (on fait on a déjà montré la condition souhaitée, mais 
on a mieux qu'en ((âj)). Le théorème H] nous donne la seconde partie de la proposition, ainsi 
que le corollaire [28l ■ 

Dans le cas Q{u,v) = + on a A = \/Â/(2a) = 1, d'oii l'intérêt de ce résultat. L'avantage 
du théorème m sur le théorème 1241 est la majoration effective du nombre de zéros de G{s) en dehors 
de la droite critique, le cas oîi on pourrait estimer le nombre de zéros de la fonction ■w{s) définie 
par ([^ dans le demi-plan a > 1/2. 

Dans le cas 011 < A < 1, H. Ki calcule aussi le nombre de zéros des fonctions G{s) hors une 
bande |(j — a| < aQ — a fixée et < r < T, pour montrer qu'il est 0{T), en utilisant une ap- 
proximation des fonctions de Bessel [Ml Proposition 3.5], pour approcher G{s) avec une fonction 
semblable à une exponentielle-polynôme dans le demi-plan o" > (Tq, comme dans la proposition [ 



H. Ki a aussi étudié des fonctions zêta d'Epstein modifiées, dans [17J. On cite le texte original. 
Soient Li(s), . . . ,Ln{s) des séries de Dirichlet qui peuvent être continuées analytiquement au plan 
complexe, sauf en un nombre fini de points. On suppose que 

(i) y>0; 

(ii) a et (3 sont des polynômes tels que deg(a) > deg(/3) -|- 1 et /3(s) = /3(1 — s) ; 

(iii) afc est réel pour k = 1, . . . ,n; 

(iv) 7r"^r(s)Lfc(s) = 7r^i+''r(l - s)Lfe(l - s), pour /c = 1, 2, . . . , n, s G C \ {0, 1} ; 

(v) il existe e > tel que Lk{s) = 0(|s|^~^), pour k = 1,2, . . . ,n, a > ^. 
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On définit Z(s; y, a, /3, Li, . . . , L„) par 



Z{s; y, a, /3, Li, . . . , L„) = a{s)C{2s) + a(l - s)^/^î^^^-^C(25 - 1)^'"'^ + y-'f3{s) J2 (^Ms). 

k=l 



En fait, si 



fc=i 



on a 

7r"'T(s)y''Z(s; y, a, /3, Li, . . . , L„) = + w(l - s). 
Puis, on a l'équation fonctionnelle 

(~) r(s)Z(s;y,Q,/3,Li,...,L„) = (^^^ r(l - s)Z(l - s; y, q, /?, Li, . . . , L„) 

Proposition 29 (H. Ki [17, Theorem 1.1]). Pour tout (Jq > 1/2, toits /es ^éros non-triviaux de 
la fonction Z{s;y,a, (3, Li, . . . , Ln) dans la bande \a — l/2\ < cjo — 1/2, sauf un nombre fini, sont 
simples et sur la droite a = 1/2. 

Corollaire 30 (H. Ki [T71 Corollary 1.2]). Siy > 1, tous les zéros de Z{s; y, a, /3, Li, . . . , Ln), sauf 
un nombre fini, sont simples et sur la droite a = ^. 

Démonstration. Par du]) et (jvj), il existe e > tel que 

wis) = a(s)y«7r-T(s)(c(2s)+y-^^f;afcLfcO 

'^^^^ k=l 

= a(s)y'^7r-T(s) (c(2s) + 0{y-''\s\- 



et C(2s) = 0(|s|^/2) pour a > 1/2, puis 

(s) = a(s)y^^"^r(s)C(2s)(l + 0(y-n5r^/')) (32) 



pour o" > |, |s| assez grand. 

D'un autre côté, F{s) = w{l — s)/w{s) satisfait 



a(l - s)yi-%^T(s - i)C(2s - 1) + ^ ^ ak7r-'T{s)Lk{s) 



Fis) = ''=^ 



a(s)y''7r-*r(s)(^C(2s) + 0{y-<^\s\- 
a(s) C(2s)(l + 0(y-2'^|s|-=/2) 



«g - ^) ..i-2s^i/2 C(2^ - i)Q(Nr^) + o(Nr^) 



«(^) C(2s)(l + 0(y~'^|s|-^/2 

Donc, pour cr > 1/2, |s| assez grand 

Fis) = (-l)^^-(l + 0(|s|-))yW/^^^^i4^^fi^Ill±^^. (33) 
^ ^ C(2s)(l + 0(y-'^|.sh^/2r 
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a) Soit do > 1/2 suffisament grand, tel que wi^s) 7^ et F{s) 7^ ±1 sur a = aç,, et C(s) x 1 
pour a > (Tq. Lorsque |r| ^ +00, s = uq + ir, on obtient de ([33]) . F(s) = Oo-q (kl"^) ) d'où 
la condition ( fP]) du théorème [SU Pour 1/2 < a < (Tq, la puissance y"^"^ est bornée; ceci 
avec ({2s - 1) = 0{\t\^) et C{2s)~^ = 0(log|T|) nous donne F{s) = O^o (Irl"^ log |r|) pour 
1/2 < fj < fJo, donc la condition ^ii"]) du théorème [SU Cela montre la proposition. 

b) On suppose maintenant que y > 1. L'équation se simplifie et on obtient 

w{s) = a{s)y%*{2s)(^l + 0{\s\-'/^)) 

pour a > 1/2, \s\ suffisament grand. Le nombre de zéros de a{s) étant fini, cela entraîne que 
w^s) n'a qu'un nombre fini de zéros dans le demi-plan a > 1/2. Pour a suffisament grand, 
(|33|) devient F{s) = 0{a~^), d'oii la condition ^ du théorème [H Dans (jâj) on a montré 
une condition sufissante pour la condition du théorème lU mais on peut montrer que 
F{s) = 0(|r|^log |r|) pour a > 1/2 lorsque y > 1. L'application du théorème H] nous donne 
le corollaire. I 



13 Etude en l'absence de symétrie réelle 

On veut généraliser les résultats obtenus jusqu'à présent pour des fonctions qui peuvent prendre 
des valeurs complexes sur la droite réelle. Pour traiter ce cas, étant donnée une fonction h{s) 
méromorphe, définie sur un domaine L> C C, on définit 

h{s) = hJ^ 

pour s £ D = {z,z G D}. La fonction h{s) est aussi méromorphe. Si h{s) est réelle sur la droite 
réelle, alors h{s) = h{s) pour s £ D H D par le principe de réfiexion, pourvu que D n M 7^ 0. 
On veut maintenant étudier les fonctions 

f{s) = f^{s) = his)±h{2a-s), 

où a G M est fixé. Ces fonctions réprésentent les parties réelle (/^(s)) et imaginaire (/~(s)) de la 
fonction h{s), sur la droite critique a = a. Au lieu des deux symétries de f{s) on ne trouve qu'une 
seule, à savoir 

7(2a-s) = ±/(s). 
En analogie aux notations au 311 on note par 

iv(r) = #{sGC|/(s) = o,|T| <r} 

le nombre de zéros de f{s) avec |t| < T, 

No{T) = #{s G C I /(s) = 0,s = a + iT, \t\ < T} 

le nombre des mêmes zéros, sur la droite critique o" = a, et Nq{T) le nombre de ces derniers zéros, 
sans compter les multiplicités. 

D'abord, on estime le nombre des zéros sur la droite critique, sans compter les multiplicités. 
La généralisation du lemme [2] est la suivante. 

Lemme 31. Soit a G M fixé, h{s) une fonction méromorphe dans le plan complexe, réelle sur l'axe 
réel, sans zéros ni pôles sur la droite critique a = a. On considère arg /i(a + ir), une variation 
continue de l'argument de h(s) sur la droite critique a = a. Soit f{s) = h{s)zizh{2a — s). Le nombre 
de zéros de f{s) avec |r| < T, sans compter les multiplicités, sur la droite a = a est minoré par 

N'q{T) > i arg h{a + iT) - ^ arg h{a - iT) - l. (34) 
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Démonstration. On fait la preuve pour la fonction f~{s) ; en prenant ih{s) au lieu de h{s) 
on obtiendra i/+(s). 

On peut supposer que arg /i(a) g] — 7r,0]. Si f^{a) = 0, 

iV^(r) = #{t I |r| < T,i arg /i(a + ir) =Omodl} 

= #{r I < r < T,i arg /i(a + ir) = Omodl} 

+#{t I < r < T, -iargft,(a - ir) = Omodl} - 1. 

On obtient (j34|) par double application du lemme [TJ De même si (a) 7^ 0. I 

Remarque. Dans le cas où h{s) est réelle sur la droite réelle, on a Nq{T) = 2Nq{T) + 2u± — 1 
et arg/i(a — ir) = —h{a + ir) (où arg/i(a) = 0), d'où l'on retrouve le lemme El 

Finalement, on retrouve la généralisation du théorème [H dont on ne fournit pas la preuve. 

Théorème 32. Soit a G M, h{s) une fonction méromorphe sur C, avec un nombre fini de pôles, 
un nombre fini de zéros dans le demi-plan a > a, holomorphe et non nulle sur la droite critique 
a = a. On définit 

f{s) = f^{s)=h{s)±h{2a-s) 
(en particulier /(2a — s) = if (s) ). On suppose que la fonction 

_ h{2a-s) 
Hs) 

satisfait 

(i) pour chaque rj > 0, il existe ao = cro(??) > a tel que \F{s)\ < si cr > (Tq, t G M ; 
(a) pour chaque e > et aQ > a, il existent deux suites {Tn)n, {T*)n telles que lim T„ = 
lim T* = +00 et \F{s)\ < e^'^' pour a < a < ao, et t = ou t = —T* n > 1. 

n—*oo ' ' 

Avec les notations du théorème\^ 

N{T) - No{T) < N{T) - iV^(r) < 1 + 2P/,,>, + 2Nh,a>a - 2Ph,a>a. (35) 

pour T > 0. En particulier, presque tous les zéros de f{s) se trouvent sur la droite a = a et ils 
sont simples. Le membre de gauche de 135\) est de plus un nombre positif pair. 

Remarque. Dans le cas où h{s) est réelle sur la droite réelle, on a N(T) = 2N{T) + 2nj_o->a + 
nj^a-, ce qui avec la remarque faite ci-dessus, nous permet de retrouver le théorème Hl Une conséquence 
immédiate de ce théorème est la répartition globale des zéros de f{s) (comme dans le théorème [6]) . 

Théorème 33. Sous les conditions du théorème\3S\ si aigh{a + it) est une détermination continue 
de l'argument de h(s) sur la droite a + iM, alors 

N^{T) = -avgh{a + iT) -- arg h{a - iT) + 0{1). 

TT TT 

Les zéros des fonctions f{s) = h{s) it h{2a — s) sont ultimement simples et entrelacés. 
Corollaire 34. Sous les conditions du théorème \3êl si h{s) est une fonction entière, alors 

N{T) - No{T) < N{T) - iV^(T) < 1 + 2iV;,,,>,. 
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On appliquera ces résultats à l'étude des translatées des fonctions L complétées sur Q au lieu 
des fonctions Ç,*{s) ou au ^ Malheureusement, l'estimation de N{T) — Nq{T) obtenue n'est 
pas optimale. En fait, si h{s) n'a pas de zéro dans le demi-plan ci > a, dans le dernier corollaire 
Nh,a>a = 0, d'oii N{T) = iVo(r), cc qui nous dit que tous les zéros de f{s) sont alignés sur la droite 
a = a, mais par contre on a seulement que No{T) — Nq{T) < 1, ce qui indique que tous les zéros 
de /(s) sont simples, sauf peut-être un. Dans le cas réel (théorème S} , la symétrie additionnelle 
règle ce problème. Dans le cas général, il s'applique la remarque ([cfTj) faite au théorème [U et la 
proposition [391 montre la simplicité de tous les zéros de f{s). 

Si l'on oublie pour l'instant la nécessité de montrer la simplicité des zéros de /(s), on peut 
affaiblir les conditions sur h{s), comme dans le ^ 

Corollaire 35. Soit a G M, h{s) une fonction entière, avec un nombre fini de zéros dans le demi- 
plan a > a, sans zéros sur la droite a = a. Avec les notations du thèorème \32\ si la fonction F{s) 
satisfait 

(i') il existent > a, C > tels que \F{s)\ < C si a > cjo, r E M, 

et la condition ([m|) du théorème, alors pourvu que la fonction f^{s) = h{s) ib h{2a — s) soit non 
nulle, 

N{T) - No{T) < 2Nh,a>a- 

Démonstration. Par la remarque Q au théorème [U on peut éliminer les zéros (en nombre 
fini) sur la droite o" = a ; la procédure ne change pas la quantité N(T) — Nq(T). On introduit la 
famille de fonctions 

H{y;s)=y%{s)±y^--'h{2a-s) 
pour le paramètre y > 1. Il est évident que /(s) = lim H{y;s) uniformément dans les compactes 
de C. La fonction _ 

h{s) 

satisfait maintenant la condition ||j du théorème [32l En plus, les zéros de y^h{s) sont les mêmes 
que ceux de h{s). Donc 

N{y; T) - iVo(y; T) < N{y; T) - N'^{y; T) < 1 + 2Nh,a>a. 

où les quantités N{y;T), No{y;T) et Noiy;T) sont les analogues de N{T), No{T) et A^o(r), res- 
pectivement, en fonction du paramètre y. Dans cette dernière inégalité double, le membre à gauche 
est un nombre entier pair, et celui à droite un entier impair, donc 

N{y;T)-No{y;T)<2Nh,^ya. 

Pour T fixé, le théorème de Hurwitz nous donne, pour y > 1 assez proche de 1, 

N{T) - No{T) < N{y; T) - No{y; T) < 2Nh,a>a- 

Cela finit la preuve. I 



Le corollaire [35] peut être appliqué à un polynôme complexe quelconque ; on peut comparer ce 
résultat avec ceux de de Bruijn, cfr. [3 Lemma 2, Theorem 9A]. 

On se demande s'il est possible d'améliorer l'estimation obtenue dans le théorème H] pour avoir 
un résultat aussi précis que dans le cas réel. Pour réduire d'une unité l'estimation (|35|) dans un cas 
non trivial (non couvert par la proposition 1391) . le premier pas est de remarquer que l'estimation 
(j34p reste valable en remplaçant le membre à droite par 

KiT) > \l arg h{a + iT)] + [-^ arg h{a - iT)] - 1. 
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Soit iP{t) = ^ avgh{a + iT). Dans la démonstration du théorème [H l'estimation de R{T) — Nq{T) 
fait apparaître tp^r) — \iP{t)~\ , ce que normalement on borne trivialement par 0. On peut garder 
cet écart ; sa contribution à l'estimation de la borne (f35î) est la moyenne ^ /q (^(t) — \ip{r)~\)dT. 
On réénonce cela en termes de la fonction partie fractionnaire {x} = x — [x\. On sait que {x} = 
1 + X — Ix] pour X ^ Z, donc {iP{t)} = 1 + ip^r) — \'4'iT)] presque partout (les zéros de h{s) étant 
isolés), et l'estimation triviale est {iI^{t)} < 1. 

Question. Sous quelles conditions sur h{s), la fonction iI^{t) satisfait-elle 

1 

< limsup- / {^(r)}dT < 1? 

On fournit deux conditions suffisantes sur ^{t) : 

(i) Soit tp^r) différentiable, ci,C2 > tels que 

< Cl < ip'ir) < C2 

pour r sufîisament grand, alors 

Cl 1 /"^ 1 Cl 

— < liminf - / {ip{T)}dT < limsup- / {V'(T)}dr < 1 - — . 

2C2 T^+oo T Jq T^+oo T Jq 2C2 

(ii) Soit ^{t) convexe et croissante pour r sufîisament grand, alors 

1 /"^ 1 
limsup- / {ip{T)}dT < -. 

T-»+oo -L Jo ^ 

La condition ^ peut être appliquée pour établir une extension de la proposition [8]: la condition 
est satisfaite par un polynôme complexe p{s) quelconque, lorsque y > 1- 

La condition ^ permet d'étendre les résultats du ^ ÎTUl en particulier le théorème [181 au cas où 
p{s) est un polynôme complexe. Les propriétés de croissance et convexité (dans un petit intervalle) 
de la fonction iP{t) = ^ arg((ir)C*(H-2ir)y*'^) (le cas p{s) = 1) peuvent être vues dans [181 Lemma 
2.3] ; en particulier i/j^t) ~ ^ logr et la condition ^ n'est pas satisfaite. 

13.1 Dominance faible et densité 

Les théorèmes [T3] et [21] se généralisent de façon évidente ; pour les généraliser on fournira au 
même temps une combinaison des deux. 

On introduit quelques notations. Comme dans le ^ pour une fonction h{s) et do < cri, T > 0, 
on note 

Nh{ao,ai,T) = #{s G C | h{s) = 0, ao < a < ai, |r| < T}, 

et Nh{ao,T) = Nh{ao,+oo,T). 

De même, comme dans le ^11[ pour la fonction f{s) = h{s) it h{2a — s), on définit 

N{T, ao) = #{s G C I fis) = 0, |a - a| < ao, \r\ < T}. 

En utilisant une extension simple du lemme [T^ on démontre le résultat suivant, la version 
combinée des théorèmes US] et [2H 

Théorème 36. Soit ao > a, h{s) une fonction méromorphe, avec un nombre fini de pôles, holo- 
morphe et non-nulle sur la droite a = ao- On pose 

f{s) = f^{s) = h{s)±h{2a-s). 

On suppose que la fonction 

h{2a - s) 



Fis) 



Hs) 

satisfait 



39 



(i') F{s) 7^ ±1 sur la droite a = uq, et il existe tq > tel que \F{s)\ < 1 pour a = do, |t| > tq ; 

(ii') il existe une fonction croissante </> : M ^ M, une constante K > et des suites {Tn)n, {Tn)n 
telles que lim T„ = lim T* = +oo, 

n— >oo n—*oo 

Tn < Tn+1 < 4>{Tn), T* < T*^^ < 0(r*), pour n > 1, 

et \F{s)\ < e^l^l pour a<a<ao, et t = Tn ou t = -T*, n > 1. 
Alors, pour T > 

N{T,ao) - N[,{T) < ANh{a,ao,H2T)) + 0{1). 

13.2 Translatées des fonctions L de Dirichlet 

Soit L{s,x) une série de Dirichlet associée à un caractère de Dirichlet primitif de conducteur 

N>1, 



, n" 

n=l 



pour cj > 1. On associe à cette série la fonction complétée £,{s,x), définie par 

{(^.x) = (^)'rfi±^)L(,,x). 



vr 

où 



"^"2^^ ^( 1, six(-l) = -l. 

La fonction 6st une fonction entière de genre 1 qui satisfait à l'équation fonctionnelle [Hl 

Theorem 4.15] 

^{s,x) = e(x)C(l - s,x), 

où e(x) = ^""^/^' "^(x) 6st une somme de Gauss, de sorte que |e(x)| = 1- Les zéros de sont 
sur la bande < cr < 1. L'hypothèse de Riemann pour L{s,x) est la conjecture que tous les zéros 
de L{s,x) dans la bande < cr < 1 sont sur la droite a = 1/2. 

On va réproduire les résultats du ^et du ^pour les fonctions L(s, x)- On a besoin de l'analogue 
du lemme [Tïïl pour la fonction L{s,x)- 

Lemme 37. Soit L{s, x) lo- série de Dirichlet associée à un caractère primitif de conducteur N > 1. 

1. Il existe une constante vl > telle que, pour chaque e>0, l/2<cj<l,T>3 

iVi(.,^)(a,r) = o((r(2+=)(i-'^) +T'=('^)(i-'^))log^T), 

où c((j) =min(2^, 

2. Il existe une constante A > telle que pour chaque n>l, il existe n <Tn < n + 1 tel que 

\L{x.s)\ >T-^ 

lorsque t = Tn, —l<a<2. 
Démonstration. 

1. C'est un cas particulier du théorème de densité dans [HJ §10.4, p. 260]. 
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2. On considère la formule dans [U p. 102] 

^= E — + o(iogH) 

p.k-7l<i 

valable pour — 1 < cr < 2, |r| > 2, la somme portant sur les zéros p = (3 + t'y de L{s, x) avec 
|r — 7I < 1. L'intégration de cette formule entre s = a + ir et 2 + ir nous donne 

^ogL{x,s)= J2 log(s - p) + 0(log|T|), 

p.k-7l<i 

pour —1 < o" < 2, |r| > 2. À partir d'ici, la méthode de démonstration du théorème équivalent 
pour la fonction zêta de Riemann, dans [341 §9.7], nous donne le résultat. ■ 

On peut maintenant énoncer le résultat attendu. On remarque que le cas ^^ avec un polynôme 
constant p{s) à été établi par Lagarias [lÏÏl Lemma 5.1, Theorem 5.1], qui au même temps a 
déterminé la distribution limite des espacements des zéros ces fonctions. 

Théorème 38. Soit a > 0. Soit Ç(s,x) une fonction L complétée associée à un caractère de 
Dirichlet x primitif de conducteur N > 1, p{s) un polynôme complexe sans zéro sur la droite 
a = 1/2. On considère la fonction 

fp,xA^) = Pi^)^i^ + a, x) ± ^(1 - s)£,{s - a, x). 

Alors 

1. Pour a > 1/2, 

N{T) - N^{T) < 2iVp_,>i/2 + 1, 

où Np^^^ii2 est le nombre de racines de p{s) dans le demi-plan a > 1/2. Donc tous les zéros 
de /^^^Q-(s), sauf un nombre fini, sont sur la droite a = 1/2, ils sont simples et entrelacés. 
De même pour < a < 1/2 sous l'hypothèse de Riemann pour L{s, x)- 

Dans le cas particulier où = 0; tous les zéros des fonctions f^^^ai^) sont sur la 

droite a = 1/2, ils sont simples et entrelacés. 

2. PourO <a< 1/2, 

N{T) - iV^(T) < 4iVi(.,^) (i + a, 2r + 4) + 0(1). 
En particulier, il existe une constante ^ > telle que, pour tout e > 0, 

iv(r) - N^{T) = o((r(2+^)(3-") + r^w(ïï-"))iog^r), 

pour T > 0, où k{a) = min' ^ 



3-2a' l+6a , 

Démonstration. Si dans l'équation fonctionnelle pour L{s,x) on écrit e{x) = e^*^, alors 

^~''fî,eJs) = e~''p{sns + a, x) ± e^'p{l - s^l - s + a, x). 
On vérifiera les conditions des théorèmes [32] et [36l On pose 



Fis) 



9ieP{'^-s) Ç(s-a,x) 



p{s) ^{s + a,x) 
Par la formule de Stirling, pour a > 1/2, |s| sufîisament grand 



NJ V ^' ' VL(s + a,x) 
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où \uj\ = 1. Pour la série de Dirichlet L{s,x) = 1 + 0(2 pour a suffisament grand, puis 

|F(.)|=0(a-°), 

donc la condition ||j du théorème [32j 

D'un autre côté, la fonction L{s,x) est polynomialment bornée dans un demi-plan <t > 0"^ = 
1/2 — a lUl Lemma 5.2], c'est-à-dire L{s,x) = avec Aq = AQ{aa). Le lemme [371 nous 

donne une constante yli > et une suite (T„)„ telles que n < T„ < n + 1, |L(s,x)| ^ < pour 
— 1 < (T < 2, T = T„, n > 1. En appliquant le même lemme à la fonction L{s,x), on obtient A2 > 
et une suite (r*)„ tels que n < T* < n + 1, et |L(s,x)| = x)| < kl"^^ pour — 1 < (t < 2, 
r = — T*, n > 1. Le rassemblement de ces conditions nous donne 

\F{s)\=0{\t\^), 

pour a > 1/2, T = Tn ou T = —T*, n > 1, d'où la condition ^ du théorème EU ainsi que la 
condition fa]) du théorème [361 pour (Tq > 2 quelconque et (/>(r) = T + 2, comme dans la proposition 
[T71 Le premier théorème (avec la remarque fjcfT]) au théorème H] et la proposition dans le cas 
où Np^„~^i/2 = 0) nous donne ([T]), le deuxième ([2]), et l'estimation dans ([2]) vient directement de la 
première partie du lemme [371 ^ 



A Stabilité 

Par souci de complétude, on va mentionner des résultats concernant le problème de la stabilité 
d'un point de vue plus classique. Soit h{s) une fonction entière et a S M ; on dira que h{s) est stable 
par rapport à la droite a = a, si tous ses zéros sont dans le demi-plan o" < a (et tout simplement 
stable si a = 0). 

On réénonce un résultat originalement dû à de Branges [6l Lemma 5] , puis retrouvé par Lagarias 
dans [191 Lemma 2.2]. 

Proposition 39. Soit h{s) une fonction entière stable par rapport à la droite a = a, et telle que 
la fonction 

Fis) - - 



satisfait 

Alors 

1. les fonctions /(s) 



h{s) 

\F{s)\ < 1 pour a > a. 
f^{s) = h[s) ib h{2a — s) ont tous leurs zéros sur la droite a 



2. toute fonction de phase </'(t) = arg /i(a + ir), est une fonction strictement croissante. Donc, 
les zéros des fonctions (s) sont simples et entrelacés. 

Démonstration. En fait, a > a, \ f{s)\ > \h{s)\(l - \F{s)\) > 0, puis par l'équation fonction- 
nelle, pour (T < a, on a 2a — cr > a et |/(s)| = |/(2a — s)| = |/(2a — s)\ > 0. Cela montre (OP. On 
renvoit le lecteur à la démonstration |19| Lemma 2.2] pour la partie On avait déjà remarqué 
l'entrelacement des zéros dans ce cas, au ^ I 



Un argument simple montre qu'un polynôme stable non constant (cfr. [5]) satisfait les conditions 
de la proposition [39l Soit p{s) = oq JJ(-s — p) la factorisation de p{s), et F{s) = p{—s)/p{s). On a 

p 



\F{s) 



p{-s) 
p{s) 



n 



p 



n 



s + p 
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Soit p = (3 + l'y un zéro de p{s) ; on a /3 < 0. Pour s = a + ir, l'inégalité |s + pl < |s — /oj, ou 

(a + + (r - 7)2 <{a- (if + (r - 7)' 

est équivalente à 4(T/3 < 0. Puisque /3 < 0, on doit avoir cr > 0. Cela montre que l'inégalité 
|F(s)| < 1 est satisfaite pour chaque terme du produit. 

Par la remarque (icfT]) faite au théorème HJ valable pour une fonction sans la symétrie réelle, si 
/i(s) est une fonction stable par rapport à la droite a = a qui satisfait les conditions du théorème 
EU alors elle satisfait les conditions de la proposition [33 et on obtient les mêmes conclusions dans 
les deux théorèmes pour les fonctions /^(s), voire mieux avec la proposition [39l Si la fonction 
n'est pas stable, la remarque f[cï^ au théorème nous donne une condition avec laquelle on ne peut 
rien dire sur les zéros des fonctions /^(s) ; il est là où le théorème [32] donne une réponse. 

On veut étendre la condition de la proposition [3ÏÏ| à des fonctions entières. La procédure menée 
pour les polynômes est aussi valable pour les fonctions de genre [SU Part I, §4.2], qui se factorisent 
de la même façon que les polynômes. Mais les fonctions qu'on rencontre dans les applications, telles 
que la fonction Ç(s) de Riemann ou les fonctions L, sont de genre 1, et possèdent une factorisation 
moins simple. 

Le résultat suivant, est établi par Suzuki et Lagarias dans [201 Theorem 4, §2] pour des fonctions 
réelles sur la droite réelle. Il peut être comparé au résultat classique de Polya |24[ Hilfssatz II]. 

Théorème 40. Soit h(s) une fonction entière de genre ou 1, qui satisfait une équation fonc- 
tionnelle de la forme 

h{2a -s) = é^h{s) (36) 
pour < 9 < 2tt, et telle que ses zéros sont inclus dans une bande de la forme 

\a — a\ < b, 

où b > 0, et a > b. Alors 

h(s — a) 

< 1 pour (7 > a. 



h{s + a) 

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut traiter le cas a = 0. On supposera initiale- 
ment que h{0) 7^ 0. On considère la factorisation de Weierstrass de h{s) [21, Part I, §4.2] (le choix 
a = simplifie le calcul ; en général on prendrait la factorisation de h{a + s) au lieu de celle de 

h{s)) 

/i(s) = e^+^^J](l--)e^/^ (37) 

où j— p- < +00, \p\ < b pour tout p. L'équation fonctionnelle h{—s) = e^^h{s) entraîne que si 

-ie'i 



h{p) = 0, alors h{—p) = e h{p) = 0. Puis, on peut régrouper les zéros p = P + ij par des blocs 
^(p) — {Pi ~P} pour (3^0, B{p) = {p} pour /? = 0. Cela nous donne 

h{s) = e^+^^ J] (1 - £) (1 + £)e^(i/p-i/p) JJ (1 _ £)e^(i/p) 

13^0 /3=0 

et 1/p — 1/p = — 2z7/|pp. Donc, on peut redistribuer les constantes et écrire 



c(p)s 



P 

ovl c{p) = — i7/|/5p (ce qui est important ici est le fait que 3fî(c(/9)) = 0), et le produit (ainsi que 
tous les produits dorénavant) est conditionnellement convergent. 



p ' \p\<T ^ 



gC(p)s 
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La dérivée logarithmique de h{s) (de (fÏÏTjl ) évaluée en s = est /i'(0)//i(0) = B, et par l'équation 
fonctionnelle 

h'{0) h'{-0) 



B 



d'où ^{B) = 0. 

Puis, pour a > b, s = a + ir 



h{s — a) 



h{s + a) 

et encore par la symétrie des zéros 



/i(O) 



n 



/i(-O) 



-B, 



s— a 
P 



s+a 
P 



n 



s + a 



a 



h{s — a) 



h{s + a) 



n 



p — s + a 



-p 



a 



On montrera que chacun des termes du produit satisfait l'inégalité attendue. L'inégalité 

\p — s — q\ <|— p — s + a| (38) 

et équivalente à 

{p-a-af + (n- rf <(-/?- a + af + (7 - rf 

si et seulement si cr > 0. Ceci nous 



ou {j3 — a)a < 0. Comme P — a<b — a<0, alors on a 
donne la conclusion du théorème dans ce cas. 

Si s = est un zéro d'ordre m de h{s), on peut écrire h{s) = s™/ii(s), où /ii(0) 7^ 0, hi{—s) = 
é'^^h{s) {9i = 6 s\m est pair, 9i = O+tï si m est impaire) et on peut obtenir les inégalités attendues 
pour /il (s). De plus 

s — (X 

< 1 pour a > 0, 



s + a 

ce qui avec l'inégalité pour hi(s) nous donne le résultat. 



En vue de l'équation fonctionnelle, le théorème [JÔ] établit que la fonction h{s + a) vérifie 
les conditions de la proposition [39l Maintenant on décrit rapidement certaines applications de 
combiner ces résultats. On garde la notation du théorème 1401 pour a = ^, a et 6. 

1. On pose F{s) = Ç(2s — ^), ici a = ^, 6 = a = |. La fonction Ç(2s) = F(s + |) satisfait les 
conditions de la proposition [39l et on obtient le corollaire [201 l'hypothèse de Riemann pour 
la fonction zeta de Weng de rang 2. De même on peut obtenir la partie (ii) du théorème [THl 
Il est pour cet objectif que le théorème SOI appliqué à une fonction réelle sur la droite réelle, 
a été introduit par Lagarias et Suzuki en [20] . 

2. La fonction Ç(s + a) satisfait les conditions de la proposition [39] inconditionellement pour 
a > ^ {a = ^, b = et sous l'hypothèse de Riemann pour a > (dans ce cas b est 
quelconque). On obtient les résultats sur les fonctions Ç(s + a) ± Ç(s — a) dont on a discuté 
à la fin du ^ 

3. Les fonctions Ç(s + a,x), associées aux charactères primitifs de conducteur > 1, satisfont 
les conditions de la proposition [39] inconditionellement pour a > \, et sous l'hypothèse de 
Riemann pour L{s,x) pour a > 0. Ces fonctions ont été aussi considérées par Lagarias 
dans [Tïï]. La combinaison de ces fonctions avec des polynômes dont les racines sont dans le 
demi-plan o" < 1/2 nous donne le cas particulier dans la première partie du théorème 1381 

4. La fonction de Bessel Ks{A) (o = 0). Dans l'article [21], Pôlya localise d'abord les zéros de 
cette fonction à l'aide de la formule [29l dans la bande < 1 = b, pour montrer après qu'ils 
sont simples et alignés avec les relations 
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